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L’objet de ce mémoire est de présenter les résultats du travail de G. Tian, qui sous
I'impulsion des nouvelles idées de S.K Donaldson et P. Thomas [7], a commencé a élaborer
une nouvelle théorie de Jauge pour les variétés de dimension supérieure a 4. Méme si nous
n’aborderons pas cet aspect, la principale motivation sous-jacente a ces nouvelles idées est
bien sir de nature topologique puisqu’il s’agit d’étendre les invariants de Donaldson relatifs
a ’espace de modules des solutions des équations de Yang-Mills anti-auto-duales. Comme on
le sait en dimension 4, I'utilisation de tels invariants s’avere étre un domaine d’investigation
fort riche en renseignements sur la nature topologique des objets étudiés. D’un autre coté la
théorie des variétés est intimement reliée a celle des fonctions et des fibrés vectoriels et donc
a la géométrie algébrique. C’est de ce point de vue que nous cherchons a comprendre I'oeuvre
de G. Tian qui s’est employé a décrire géométriquement une compactification analytique de
I’espace de modules d’instantons anti-auto-duaux.

A cet effet, nous commencerons dans une premiere partie par définir les outils
nécessaires pour une approche algébrique et nous rappellerons les résultats classiques de
la théorie de Jauge et leur interprétation algébro-géométrique via la notion de stabilité.
Dans un second temps, nous expliquerons en détail la perspective de G. Tian en explicitant
plus particulierement le cas des variétés Calabi-Yau et des instantons complexes ainsi que
les méthodes d’analyse complexe et harmonique qui sont nécessaires pour parvenir a la com-
pactification de ’espace de modules. En dernier lieu, nous nous attacherons & mettre en place
une stratégie d’étude de cette compactification et en particulier du lieu de singularité d’une
suite dégénérescente d’instantons via une technique d’éclatements. Notre but ultime serait
d’obtenir, dans le cas de variétés algébriques, une compactification encore plus naturelle que
celle que propose N.P. Buchdahl grace a la Théorie des Invariants Géométriques développée
par A. Grothendieck et ainsi répondre aux conjectures posées par G. Tian. Nous présenterons
ici le comportement de I’espace de modules de fibrés stables eu égard aux éclatements que
nous explicitons dans le cas du plan projectif en espérant pouvoir ultérieurement compléter
notre programme de recherche.

Je tiens enfin a remercier tous ceux qui ont su me faire découvrir durant ces deux
dernieres années 'immensité et la beauté de la géométrie algébrique et différentielle. Je
veux en particulier exprimer ma reconnaissance a Philippe Eyssidieux qui a pris le temps de
diriger mes premiers travaux de recherche et qui a supervisé avec attention la rédaction de
ce mémoire.



1 Introduction

1.1 Rappels sur la notion de stabilité d’un fibré

Nous travaillons dans ce paragraphe sur X surface lisse algébrique et avec des fibrés
vectoriels holomorphes de rang d = 2 sur cette surface. Fixons un fibré ample W sur X et
désignons par py,, (V) = #g(‘/) (c1(V) - W) la pente du faisceau cohérent et sans torsion
V' par rapport a W.

Définition 1.1.1 V est dit W-stable (respectivement W -semi-stable) si pour tout sous-
faisceau cohérent F avec 0 < rang(F) < rang(V) on a pw(F) < w(V) (respectivement

u(F) < p(V)).

Tout fibré en droite est ainsi stable. Soulignons par ailleurs que V' est W-stable si et
seulement si V' est all-stable et que la notion de stabilité dépend seulement de la classe
d’équivalence numérique de W. Si maintenant V' est un fibré de rang 2 et F' est un faisceau
cohérent sans torsion de rang 1, son bidual FYV est un faisceau réflexif de rang 1 sur la
surface X et donc un sous-fibré en droite. On a donc F' de la forme D®Q I, avec dim Z = 0 et
une inclusion de FVV = I dans V = V'YV, Ainsi, en rang 2, il suffit de regarder les sous-fibrés
en droite pour vérifier la stabilité.

Le fibré V' de rang 2 sera dit W-stable (respectivement W-semi-stable) si pour tout sous
fibré en droite D de V, l'on a pu(D) < u(V) (respectivement (D) < u(V)), ce qui se traduit
simplement dans le cas ol ¢;(V) = 0 par :

c1(D)-,(W) <0

Proposition 1.1 Soit D 2V un sous-fibré en droite (ce qui existe toujours pour un fibré
vectoriel de rang 2). Alors il existe un unique diviseur effectif E sur X (qui peut étre nul)
telle que ¢ se factorise via l'inclusion D — D @ Ox (FE) et tel que V/ (D @ Ox(F)) est sans
torsion. De plus, si V/D est sans torsion (id est E = 0) alors il existe Z sous-schéma de
dimension 0 tel que l'on ait la suite exacte :

O—-D—=V->D®I,—0
avec D' diviseur.

Il suffit pour vérifier la stabilité de regarder seulement les fibrés en droite D tels que V/D
est sans torsion puisque dans le cas contraire la derniere proposition permet de factoriser
I'application naturelle D — V' via l'inclusion D — D ® Ox(E) (E est un diviseur effectif
non nul) avec V/D® Ox(F) sans torsion et que W- (D ® Ox(E)) =W -D+W-E > W-D.

Remarque 1 Concernant les classes de Chern sur une surface lisse : nous citons les résultats
classiques suivants :
— Si L est un fibré en droite et V un fibré de rang r, alors ¢,(V ® L) = ¢, (V') + rei(L).



- 81V est un fibré de rang 2 pour lequel on a la suite exacte :
0L >V -sL®I,—0
ou Z sous-schéma supporté par {p1,...,pr} de dimension 0, alors :
ai(V) = ¢ (L) + e (L)
(V) = c(L)er(L) +1(Z)

avec [(Z) =, dim Oxp, /17, = c2(I7) en appliquant la formule du produit de Whit-
ney a (j: Z — X désigne juste Uinclusion) :

0—=>1; —-0x — 7.0, =0

Donnons maintenant quelques résultats classiques concernant les fibrés stables et en par-
ticulier pour ceux sur P, ou la notion de stabilité est bien sur par rapport a Op,(1).

Proposition 1.2 Soit V un faisceau sans torsion sur X. Alors,

1. 'V est stable si et seulement si pour tout sous-faisceau cohérent F' de V' pour lequel
rang(F) < rang(V) et tel que V/F est sans torsion, on a u(F) < p(V).

2. V est stable si et seulement si V'V est stable.

3.V est stable si et seulement si il existe un fibré en droite D tel que V ® D est stable.

» Regardons ce qui se passe dans le cas du rang 2. On sait alors que u(V ® F) =
p(V) + W - F et I'on peut conclure pour 1) et 3). Enfin, dans le cas du rang égal a 2,
VW =VvV. 1

Proposition 1.3 Si ¢ : Vi — V5 est un homomorphisme entre deux faisceauzr sans torsion
stables et que pu(Vy) = u(Va) alors ¢ est injective et méme un isomorphisme si V; sont des
fibrés vectoriels ou Vi = Vj.

Proposition 1.4 SV est un faisceau stable sans torsion, alors V' est simple, c’est a dire

EndV ={\Id: X\ € C}.

» La derniére proposition prouve que si ¢ est un endomorphisme non nul de V" alors c’est
un isomorphisme. Un résultat standard d’algebre (Lemme de Schur) assure alors que EndV
est une algebre de dimension finie sur C et finalement EndV = C. B

Lemme 1.1 Pour un fibré V de rang 2 sur Py, il existe un entier ky et un sous-fibré en
droite Op,(ky) de V' tel que, pour tout entier k, s’il y a une application non nulle Op,(k) — V
alors k < ky. De plus, le quotient de V' par un sous-fibré en droite de V' isomorphe a Op,(ky)
est sans torsion.

» Pour k£ < 0 il existe une application non nulle Op,(k) — V et en utilisant la proposition
n°1.1, il existe un diviseur effectif D sur P, tel que cette application se factorise par Op, (k) —
Op,(k) ® Op,(D) avec un quotient de la forme Op, (k') ® I7. Ainsi, il existe des entiers [ et
k" et une suite exacte de la forme

0— Op,(I) >V = Op,(K)Y® Iz — 0

Si n > max(l, k") alors Hom(Op,(n),V) = H*(V ® Op,(—n)) = 0 et Pexistence de 'entier
kv s’ensuit. W



Corollaire 1.1 V est stable si et seulement si 2ky < d, ot det V = Op,(d).

» V est stable si et seulement si pour toute application non nulle Op,(k) — V, nous
avons k < %d ce qui est équivalent a ky < %d. [ |

Corollaire 1.2 Un fibré de rang 2 sur Py est stable si et seulement s’il est simple.

» Dans un sens, c’est directement la proposition n°1.4. Si V n’est pas stable et que
det V' = Op,(d) alors il existe une suite exacte

0— Op,(k) =V = Op,(K)®1I;,—0

avec k + k' = d et 2k > d. Alors, k' < k et il existe une inclusion Op, (k') ® I, C Op,(k') C
Op, (k).

Ainsi, on obtient une application non nulle V- — Op, (k') ® I; — Op,(k) — V qui n’est pas
une multiplication par un scalaire. Alors, V' n’est pas simple. B

1.2 Connexions anti-auto-duales et fibrés stables

Désignons par M une variété et E un fibré vectoriel C'"™ sur M de rang r. Nous savons
que la différence entre deux connexions est une forme C* a coefficients dans EndFE. Pour
toute connexion D, il existe une extension naturelle en un opérateur A?(FE) vers AP™'(E)
ot A(E) est le fibré vectoriel des i-formes & coefficients dans E en satisfaisant la regle de
Leibniz. Dans le cas ou E = F; & Ey et ou parallelement on a D = D; & D,, avec D;
connexion sur FE;, D sera dite réductible et irréductible dans le cas contraire.

En choisissant une base locale (s;) de sections C*° on peut identifier une section avec un
vecteur de sections et écrire Ds = ds + As ou A est une matrice de 1-formes, nommée
matrice de connexion . Dans ce cas, la courbure est donnée localement par

D?>=F,=dA+ AAA e T(A*(EndE))

Supposons que F soit muni d’une métrique hermitienne <, > et que D soit compatible avec
cette métrique, c’est a dire < Dsy,80 > + < s1,Ds9 >= d < 51,82 > ol (8;)i=1., est
orthonormale pour <,> . Alors A est une 1-forme & valeurs dans U(r), Palgebre de Lie de
U(r), et A est dite unitaire (ou hermitienne).

Supposons désormais que M est une variété complexe et donc que d = 9 + 0. Notons

QP4(M) le fibré vectoriel des formes de type (p, q). Alors, si F est un fibré holomorphe, 9 est
bien défini sur les sections C* de F et nous dirons que D est compatible avec la structure
complexe si 7%1(D) = 9 ot 74! : AY(E) — Q%!(F) est la projection induite par la projection
des 1-formes sur M sur les (0, 1)-formes. Remarquons aussi que 7%2D? = 0.
Supposons maintenant que M est une variété Kahlerienne munie d’une métrique de Kéhler
w. Si E est un fibré vectoriel holomorphe sur M avec une métrique hermitienne et D une
connexion unitaire sur F compatible avec la structure complexe, D? est une (1, 1)-forme a
coefficients dans EndFE, et ainsi D* Aw"™! est une (n, n)-forme & coefficients dans EndE. On
peut donc écrire D2 Aw™ ! = F - w", F étant bien sir une section C® de EndE.



Définition 1.2.1 Soit M une variété kahlerienne compacte munie de la métrique de Kdhler
w et B un fibré holomorphe sur M avec une métrique hermitienne. Si D est une connexion
unitaire sur E compatible avec la structure complexe, alors D est dite Hermite-FEinstein si,
avec les notations précédentes F = \Id ou )\ est une constante.

Si F' = Ad alors trace(D?) A w"™ " = rAw"" et donc en intégrant,

—27m'/ ci(B) AW = r)\/ w" =rin!Vol(M)
M M
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c’est a dire qu’a une constante pres, A = —ip, (E) avec la “pente” (ou degré normalisé)

1

ndB) = [ alB)na

qui est I'analogue de la pente algébrique. Considérons le cas ou E est un fibré en droite
muni d’une métrique |,|?> et D une connexion sur E. Au fibré E on associe la connexion
unitaire compatible Dy. On peut montrer que si 1'on change |, |* par €”|,|?, alors Dy est
remplacée par Dy + 0h et D2 par D2 + d0h. 11 existe un choix convenable de h tel que
D2+ 00h est une forme harmonique de type (1, 1) et s’écrit donc yw + ¢ avec + constante et
¢ (1,1)-forme harmonique. Le fait que M soit kéhlerienne et que ¢ est harmonique entraine
(puisque [,, ¢ Aw™ ! =0, puisque [w"] # 0) que ¢ est orthogonale & w" . On voit ainsi que
si D? est harmonique, alors D est une connexion Hermite-Einstein ce qui motive I’étude de
ce type d’applications. En fait, il existe un choix unique de métrique sur E (a une constante
multiplicative pres) tel que la connexion compatible correspondante soit Hermite-Einstein.

Remarquons aussi, que si ¢;(E) = 0 et M une courbe complexe compacte, alors D est
Hermite-Einstein si et seulement si D? = 0, c’est a dire, par définition, si et seulement si D
est une connexion plate unitaire.

Dans le cas ou M est une surface kahlerienne compacte de forme de Kahler w, I’opérateur
de Hodge * agit sur les 2-formes et le fibré A%(M) se découpe suivant les espaces propres
Q2 (M) et Q2 (M) pour les valeurs propres +1 et —1 respectivement. Ceci s’étend bien sir &
A%(FE). Si I'on se donne une connexion D sur E, on peut naturellement séparer sa courbure
en deux parties D7 et D?.

D sera dite auto-duale si D2 = 0 et anti-auto-duale si D3 = 0. Dans le cas de la
dimension 2, avec M surface de Kéhler, on peut vérifier que le complexifié Q2 (M) est juste
Q2O(M) Q™2 (M) A°(M)c-w ot A°(M)¢ est le fibré des fonctions C* & valeurs complexes
sur M et que le complexifié de Q2 (M) est le complémentaire orthogonal de w dans Q"!(M).
Ainsi, une connexion D sur E est anti-auto-duale si et seulement si la courbure D? est de
type (1,1) et orthogonale & w. Si E est un fibré holomorphe hermitien avec ¢;(F) = 0 et D
la connexion sur E' compatible avec la structure complexe, alors D est anti-auto-duale si et
seulement si D est une connexion Hermite-Einstein.

On a le théoreme fondamental prouvé dans l'article fondateur de Donaldson pour les
surfaces algébriques et généralisé par Uhlenbeck et Yau dans le cadre des variétés kiahleriennes
(Cf [6],[25]).



Théoreme 1 Soit M une variété kahlerienne compacte de forme de Kdhler w, et soit E un
fibré vectoriel holomorphe sur M. S’il existe sur E une métrique hermitienne associée a la
connezion unitaire compatible qui soit une connexion Hermite-Finstein irréductible, alors
E est w-stable. Inversement, si E est w-stable, alors il existe une métrique hermitienne sur
E associée a la connexion unitaire et compatible qui soit une connexion Hermite-Finstein
wréductible sur E et cette connexion est unique a un automorphisme C* de E pres.

» Esquissons une preuve de la premiere implication dans le cas ou E est un fibré
holomorphe de rang 2 avec une connexion Hermite-Einstein D. Soit L un sous-fibré en
droite de E. Nous disposons d’une connexion Hermite-Einstein sur £ ® L™ et l'on a
po(E® L) = p,(E) — p,(L). On remplace E par E @ L' et il suffit donc de prou-
ver que si E est un fibré vectoriel holomorphe de rang 2 avec p,(E) < 0 et une connexion
Hermite-Einstein associée, alors E a une section holomorphe non nulle si et seulement si
p,(E) =0, et dans ce cas E = Oy @ L' avec L' sous fibré en droite et p, (L) = 0.

Les identités Kahleriennes standard donnent, dans le cas d’une connexion compatible
unitaire arbitraire, ’existence d’une constante ¢, > 0 telle que 20*0 = D*D — cniF avec *
I’adjoint formel de 'opérateur différentiel. Comme nous sommes dans le cas d’une connexion
Hermite-Einstein, nous avons F = —ip,(E) et ainsi, apres avoir remplacé convenablement
¢, > 0, il existe une section holomorphe non nulle s telle que

D*Ds —cyp,(E)s =0

ce qui donne par intégration :

D3| = copy (E) /M P =0

Des lors, p,(E) = 0 et Ds = 0. s est une section qui ne s’annule jamais et ’'on a dés lors
que Oy est un sous-fibré de E. En prenant le complémentaire orthogonal, il existe L' fibré
en droite complexe tel que E = Oy @ L' et D = D; & D, avec D, connexion triviale et Dy
connexion sur L'. Avec 0 = p,(F) = p (L"), on peut conclure. B

Un SU(2) fibré principal P sur une variété M est une variété avec une action libre et
lisse de SU(2) a droite vérifiant P/SU(2) = M. Sur P, toute SU(2)-connexion va induire
une connexion hermitienne de maniere canonique.

En effet, soit £ = P Xgpp)V = P xV/ ~ (avec (¢/,v") ~ (#,v') §'il existe g € SU(2)
telle que (2/,v") = (29, g 'v) et V un espace vectoriel de dimension 2 muni de <, >y, produit
intérieur hermitien) qui est un fibré sur M pour lequel A’E = P X g2y A*V est le fibré en
droite trivial. On vérifie dans ces conditions que E peut étre muni d’une métrique hermitienne
h et que c’est donc un fibré vectoriel hermitien au sens usuel. Il est naturel en géométrie
algébrique de s’intéresser dans un premier temps aux fibrés vectoriels V' tels que ¢1(V) =0
(et nous entendons par 1a que A%V est le fibré en droite trivial) et co(V) = d modulo une
relation d’équivalence simple : deux fibrés V; et V5 sont dits équivalents s’ils sont isomorphes
en tant que fibrés vectoriels holomorphes. En tant que fibrés lisses, V; et V5 sont tous les
deux isomorphes au méme fibré E (associé a P) et l'isomorphisme (lisse) entre V] et V;
est induit par une GL(2) transformation de jauge (c’est a dire juste un automorphisme de
g : E — E ne préservant pas h ou la forme de volume de A*E). Ainsi, on peut associer a
'espace des modules de fibrés vectoriels stables avec ¢; = 0 et ¢3 = d, espace des {structures
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holomorphes stables sur E'}/{GL(2) transformation de jauge}. Avec le dernier théoréeme, on
obtient la description de cet espace :

Théoreme 2 Soit M une surface de Kahler compacte. L’espace des modules de connexions
anti-auto-duales (modulo équivalence de jauge) sur un SU(2) fibré principal avec c3(P) = d
est homéomorphe a l'espace de modules de fibrés vectoriels stables de rang 2 avec ¢; = 0 et
Cy = d.

Notons 90(2, ¢1, ¢o) Pespace des modules de fibrés vectoriels stables de rang r = 2 avec
comme invariants les 2 premieres classes de Chern. En général, I’espace de modules n’est
pas compact et il doit étre compactifié en ajoutant des faisceaux sans torsion comme 1’a fait
Gieseker permettant ainsi de calculer les invariants de Donaldson. Si V' est un faisceau sans
torsion semi-stable de pente p alors il existe une filtration sur V' :

{0}=F°cF'c..cFr=V

avec F''/F'~! sans torsion et stable pour tout 7, et u(F*/F*~") = u. Le faisceau gradué associé
a cette filtration grV = @, (F*/F'~') est indépendant du choix de la filtration, c’est a dire
canoniquement associé au faisceau V. De plus grV est semi-stable. Deux faisceaux V; et V5
sont S-équivalents si les faisceaux gradués associés sont identiques. Les classes d’équivalence
(données par cette relation) de faisceaux semi-stables sans torsion de rang 2 a classes de
Chern fixées ont une structure de variété projective qui est en fait une compactification de
'espace M (2, ¢1, ¢2) au sens de Gieseker (Cf [9]).

La construction de I’espace de modules peut étre généralisée au cas d’une variété M de
dimension 4 munie d’une métrique riemannienne g. Soit P un SU(2) fibré principal sur M
avec c3(P) = ¢ € HY(M,Z) ~ 7. Soit A une connexion sur le SU(2)-fibré principal P. F4 est
une 2-forme, et en utilisant la métrique g, il existe un x-opérateur de Hodge de A*(M) —
AYF(M) ott A¥(M) est le fibré de 2-formes lisses sur M. En particulier * : A2(M) — A%(M)
satisfait +*> = Id et on peut décomposer O3, = Q% (M) & Q2 (M) selon les valeurs propres.
Si by (M) > 0 l'ensemble des connexions anti-auto-duales A sur P, modulo laction du
groupe des automorphismes C'* de fibrés de P est une variété de dimension finie M. Dans
le cas complexe, le théoreme n°2 prouve juste que ’on peut identifier M avec 91 espace de
modules de fibré stable de rang 2 avec ¢; = 0, ¢; = 2. M peut toujours étre vu localement
comme un espace réel analytique et en ce sens les espaces M et 91 sont isomorphes. M est
aussi généralement non compact mais 'on dispose d’une autre compactification X (P, g), la
compactification d’Uhlenbeck. Celle-ci s’appuie essentiellement sur le résultat suivant :

Théoréeme 3 (K. Uhlenbeck, 1984)
Soit A; une suite de connexions anti-auto-duales sur (E,h) fibré de rang 2 sur X variété
de dimension réelle 4, munie d’une métrique hermitienne h. Alors, quitte a prendre une
sous-suite, il existe

— Un ensemble fini de points {x;} de multiplicité {m;} et,

— Une connexion anti-auto-duale Ay sur un SU(2) fibré (Eo, hy),

— Des transformations de jauge gy de (E,h) et un isomorphisme

9o * Eix\ufe;y = Fox\u{e:}



tels que pour tout sous-ensemble compact K C X\ U; {x;},

lim g5 (A4y)1x = 95 (Ao) ke

i'—00

au sens de la C'-topologie. De plus, en considérant |Fy,|* et |F4|* comme des mesures

sur X et en utilisant la topologie faible, on a :

p
l,h*{Iolo |FAi/ |2 = |FA0|2 + 871'2 Z mzézz

i=1

L’espace X (P, g) n’est pas en général une variété mais c’est un espace stratifié et 1’on
peut définir la aussi des invariants de Donaldson. Remarquons que cette compactification
est tres différente de celle donnée par Gieseker qui obtient un schéma projectif. Dans le cas
de la compactification d’Uhlenbeck qui est faite sur une variété riemannienne de dimension
4, il y a une infinité d’espaces de modules qui sont de natures différentes (Cf [11]) tandis que
grace a la théorie des invariants géométriques, le nombre de quotients distincts est fini.

L’espace de modules X (P, g) admet une singularité quand le fibré P admet une connexion
anti-auto-duale réductible. Par la théorie de Hodge, on peut voir que cela arrive quand il
existe un fibré en droite complexe L sur M tel que le fibré (en plan) V' de rang 2 sur M
associé A la représentation standard de SU(2) est isomorphe & L & L' et tel que ¢ (L) est
orthogonal a toute 2-forme harmonique auto-duale et I’on peut démontrer que les singularités
de M = M(P, g) sont en correspondance avec les fibrés strictement semi-stables dans le cas
des surfaces de Kéhler.

Enfin, et cela n’est pas trivial, on dispose de résultats d’existence (en dimension quel-
conque, pour tout rang et sur des surfaces algébriques) :

Théoréme 4 Pour c; et ¢y bien choisis, M (r,c1, co) # 0.



2 Théorie de Jauge en dimension supérieure

Le travail de G. Tian (Cf [22]) consiste notamment en la description géométrique
des lieux ou il y a singularité pour une suite de connexions anti-auto-duales lorsque la
variété M considérée est de dimension supérieure ou égale a 4. Le but est évidemment
de donner une compactification aussi naturelle que possible via des techniques de géométrie
différentielle et d’analyse harmonique de I’espace de modules d’instantons anti-auto-duaux,
ce qui permettrait d’introduire les invariants de Donaldson en dimension supérieure, au moins
dans le cadre des variétés Calabi-Yau.

2.1 Formule de monotonie et estimations de courbure

M est une variété riemannienne munie d’'une métrique g et £ : P — M est un fibré
principal sur P de groupe GG compact. Soit maintenant A une connexion lisse de FE. Nous
allons calculer une premiere formule de variation pour l'action de Yang-Mills. Dans ce but,
exprimons la norme de la courbure en p € M

n

|FA|2 = Z < FA(ei,ej),FA(ei,ej) >

1<i<j<n

avec (e;); une base de T, M et <, > est la forme de Killing. L’idée est maintenant de construire
a partir de la connexion A une famille de connexions A’ qui va dépendre d’une famille de
diffomorphismes de M & un parameétre. Soit {¢,}e) .. avec ¢° = Id une telle famille de
difféomorphismes. Nous associons a A sa dérivée covariante D. Pour tout p € M, il existe
un voisinage U de p tel qu'’il existe une carte sur U pour M et 'on ait Ejy ~ U x R" avec
n la dimension de la fibre de FE. Nous obtenons des champs de vecteurs en coordonnées que
nous notons ((92i)i:1..n et une base (p;);_; , de sections de Ejy. Si s € I'(E), on peut écrire
localement en utilisant la convention de sommation d’Einstein :

s(y) = ar(y) e (y)

Si ¢(t) représente une courbe lisse dans U, s(t) := s(c(t)) est une section de E' le long de la
courbe c. Avec V(t) = ¢(t) = ¢;(t)52, et la définition de la dérivée covariante nous assure
que

Dyws(t) = an(®)me(elt) +é(B)an(t) (D o ) (c(t))
= an(O)e(e(t)) + éx(D)ar (O (e(t) (c(t))

ot D_o_qiy, = Ty, avec T est le symbole de Christoffel. Cette derniére expression permet
Ox?

de voir que Dys ne dépend que de la valeur de s le long de la courbe ¢ (avec ¢(0) = X) et non
de toutes les valeurs de s dans un voisinage du point de base de X. Dy ;s(t) = 0 représente
un systeme linéaire d’équations linéaires du premier ordre en les coefficients ay(t). Ainsi, en
se donnant une condition initiale s(0) € E(), il existe une unique solution a cette équation,
et celle-ci est appelée le transport parallele de s(0) le long de la courbe c. Notons que le
transport parallele constitue une isométrie des fibres correspondantes pour toute connexion.
Dans le cas olt ¢ = ¢,(x)p<.<t, (avec z € M), on obtient une unique section 73 (u) telle que
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70(u) = u pour tout u € E,. On peut alors définir A* par sa dérivée covariante D’ en posant

pour tout X € TM, v € I'(E) :

Div = (7)™ (Dag,x) (T} (v)))

En fait, nous venons de construire un relevement ¢; de ¢; au niveau du fibré principal, et la
derniére expression n’est autre que celle donnée par ce relévement appliqué a A’ :

Al =g A

olt A est vue comme une 1-forme a valeurs dans & sur P. Des lors, nous pouvons exprimer
la forme de courbure de A? qui est donnée par

Fa(X,Y) = (197" Fa(dgy(X), dy(Y)) - (72)

et comme 7! est une isométrie, on obtient par un changement de base, une expression simple

de laction de Yang-Mills pour A! en fonction de A, dans une base orthonormale quelconque
de T'M

VM) = 1 [ 3P (o (e (07" @) o (e (07 @) Tae (67) (@) ¥ (o)

1<J

(dV} est la forme de volume pour la métrique g).

Si A est une connexion de Yang-Mills, alors par définition %YM(At)‘tZO =0, et comme
un calcul permet d’exprimer plus explicitement Y M (A"), on obtient une premieére formule
de variation :

0= / <|FA|2dZUX — 42 < FA(VeiX, ej),FA(ei,ej) >> d‘/;]
M

i<j
avec X = %hzo, V la connexion de Levi-Civita induite par g, ainsi que

div(X) =< V., X,e; >

Nous allons a présent pouvoir établir une formule de monotonie pour une connexion de
Yang-Mills. Soit p € M; on note g;; = ¢ (%, %) et %JFA = F}y (8%, ) et 'on considere
une boule géodésique B,, (p) centrée en p, de rayon r, tel que si I'on note r(x) la distance de
x a p, 'on ait :

9ii — 641 < clp)r(z)?
dgi;] <

Ces conditions vont nous permettre d’appliquer la premiere formule de variation au champ
radial ra%. Soit en effet,



avec £ de classe C'™ a support compact dans B, (p) et ¢ une application définie sur Snlet
a valeurs dans R, (I'introduction de cette fonction nous permettra d’obtenir facilement une
généralisation du théoréeme de Price [19] en prenant tout simplement ¢ = 1). Si I'on prend
au voisinage de p une base orthonormale (e;);—1., avec e; = %, on obtient que V%X =
(Er+8&)o (%) % et I’on peut aussi approximer la quantité < V., X, e; > .

Enfin, on choisit pour » — £(r) la fonction lisse r +— n(Z) avec n(u) = 1 pour u € [0,1]
et n(u) = 0 pour u € [1 + &,00[ ainsi que 7'(r) < 0. Ainsi £ est une approximation de
la fonction caractéristique de B, (p) et c’est le terme qui donne ’expression de 'action sur
B.(p). En appliquant ces résultats & la premiere formule de variation, on obtient une formule
de monotonie pour la connexion A, c’est a dire une inégalité qui nous indique comment varie
précisément localement ’action “radiale” de la fonctionnelle de Yang-Mills. De plus, si 'on
exige que ’action est finie, le résultat reste inchangé dans le cas d’une singularité isolée en

p pour la connexion A. De maniere plus explicite,

Théoréeme 5 (G. Tian - Généralisation du théoréme de D. Price)
Soit v, et c(p) définis comme précédemment. Il existe une constante A(n) ne dépendant que
de n, telle que si a > X(n)e(p) et a > 0, alors on ait, pour tous 0 < o < p < 1,

2

v,

: . |0
pt e’ / O F 4 [2dVy—o' e / | F 4?dVy > 4 / 7’4”6‘"2¢‘—4FA
By (p) ) By (»)\ B (p) or
, ) 0
—4 / T3t / Pl == aF 4||VyoF A|ldV , dT
o B-(p) O

et le méme raisonnement donne aussi :

2

_p4—ne—obp2 / ¢|FA|2dvg_|_O_4—ne—aa2 / dVg
By(p)

B (p)

> |0
OIF \fdVy > —4 / rimremor ‘WFA

B, (p)\Bo(p)

p > 0
—4 / T e 0T / 7| == aF 4||VoF A|dV , dT
o By Or

Remarquons que la démonstration de G. Tian fournit en fait une égalité, mais que
seule cette majoration nous sera utile pour 1’étude des lieux d’éclatements. Ce résultat est
relié a certaines propriétés des applications minimisant la fonctionnelle d’énergie classique
Ep,p)(u) = pr(p) |Dul? avec u € W)} (Q,N) ot N C R" est une variété riemannienne lisse
compacte de dimension n > 2 (Cf [20]). Si 'on se donne une telle application u et une
famille, dite “variation admissible de u”, & 1-parametre {us}e)-s,4; d’applications de B,(y)
dans N telle que uy = u, Duy, € L?, et u, =aB,(p) U pour s €| — 4,0, alors Ep ) (us)

. . dép (us) N I N . .
prend son minimum en s = 0 et % = 0 des que la dérivée a gauche existe. On dis-

tingue alors des classes de variations admissibles dont notamment les variations de la forme
us(z) = u(r + s&(x)) avec € = (£4,...,€") et & € C®(B,(p)). La condition de minimalité
entraine alors presque directement que

By(p)

ij=1
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et I'on obtient aisément que si B, (p) C €, alors pour tous 0 < o < p < p, la formule de
monotonie suivante :

p2n/ |DU|2 - O_2n/ |DU|2 — 2/ R27n
By(p) Bo(p) By (p)\Bs (p)

(ici R = dist(p,y)). On remarque en particulier que p*~" pr(p) | Dul? est une fonction crois-
sante en p et que l'on peut faire tendre o vers 0.

Grace a cette formule de monotonie, nous sommes en mesure d’établir une autre estima-
tion locale de la courbure due a K. Uhlenbeck :

2

ou
OR

P

Théoréme 6 (K. Uhlenbeck)
Soit A une connexion de Yang-Mills. Ils existent e(n) = ¢ > 0 et C(n) = ¢ > 0 deux
constantes ne dépendant que de n et de M, telles que pour tous p € M et p < r, qui vérifient

o[ <
By(p)

C 2
Fad) < < (o / Fa Y,
P B,(p)

La démonstration s’appuie la formule de la monotonie et de 'itération de Moser (Cf
p :34) et le théoréeme n’est autre qu'une reformulation d’un théoreme de Schoen pour les
applications harmoniques (Théoréme n°2.3 p :330 de [21] ou généralisation du lemme 3.1 de
[17]).

l'on ait 'inégalité :

2.2 Connexions admissibles, connexions anti-auto-duales généralisées

Nous renvoyons a I'annexe pour la définition de mesure m dimensionnelle de Hausdorff
H™,

Définition 2.2.1 Une connexion de Yang-Mills admissible est une connexion A lisse définie
en dehors d’un sous-ensemble fermé S(A) C M -Uespace singulier de A-, et qui vérifie les
propriétés suivantes :

1. H"4(S(A)N K) < oo pour tout sous-ensemble compact K C M

2. A est une connexion de Yang-Mills sur M\S(A)

3. fM\S(A) |Fa|?dV, < oo c’est a dire que A est d’action finie sur M\S(A).
Définition 2.2.2 Deux connexions admissibles Ay et Ay sont “jauge-équivalentes” si [’on
dispose d’une transformation de jauge o de E sur M\S(A;) U S(As) telle que o(A;) = Ay
sur M\S(A;) U S(Asg).

Nous allons étendre pour les connexions admissibles la définition des caracteres de Chern
lorsque G est un groupe unitaire : nous savons bien sir que tr(Fy) et tr(Fa A F4) sont
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fermées sur M\S(A) et le fait que [} ¢, [Fal*dVy < oo avec le théoreme de Price implique
que ’on peut considérer ces formes sur M tout entier au sens des distributions.

Nous allons redéfinir la notion de connexions anti-auto-duales dans le cas ol l’on ne
suppose plus G compact. Soit n = dim M et 7 : E — M™ un fibré unitaire de rang complexe
r, 2 une forme fermée de degré m — 4; donnons nous une connexion A unitaire du fibré
E sur M. Alors, nous savons que tr(F4) est une 2-forme fermée et nous dirons que A est
Q-anti-auto-duale si ¢r(F4) est harmonique et que F4 vérifie I’équation :

1 1
QA <FA - —t’I“(FA)Id> = — % (FA — —t’I“(FA)Id>
r r
Dans ces conditions, A est bien une connexion de Yang-Mills, et si M est une variété
compacte sans bord, on dispose en prime de 1’égalité :

1 1 r—1
iz [P, - o [ prEpa, = (208 - ey -

Similairement a ce que nous venons de définir, nous disposons d’instantons (-anti-auto-
duaux admissibles en demandant a la connexion A d’étre 2-anti-auto-duale en dehors de
'espace singulier S(A).

Proposition 2.1 Les définitions des caractéres de Chern
7
Chy(A) = %tr(FA)

et
—1
Chy(A) = —tr(F4 A Fy)

472
peuvent étre étendues au cas des connezions de Yang-Mills admissibles (au sens des distri-
butions).

2.3 Rectifiabilité du lieu d’éclatement

Nous nous intéressons maintenant aux suites de connexions de Yang-Mills admissibles
qui sont, convergentes.

Définition 2.3.1 Nous dirons qu’une suite (A;); de connexions de Yang-Mills admissibles
converge faiblement vers une connexion de Yang-Mills admissible A (modulo une transfor-
mation de Jauge) si :

1. 3c: [, |Fa2dVy <c

2. 45 C M avec S fermé, il existe des transformations de Jauge o; du fibré principal E
sur M\S de groupe G avec pour tout K C M\S compact, 0;(A;) s’étende a K de fagon
lisse pour 1 assez grand et converge vers A au sens de la topologie C*° dans K.

En particulier, nous aurons que pour toute forme ¢ a support compact dans M,

/(an(Ai)’dd))dV;]ﬁ/ (FAadqs)dVg
M M

14



Proposition 2.2 Soit (A;) une suite de connexions de Yang-Mills admissibles vérifiant
Vinégalité [, |Fa,|?dVy < A. Alors il existe une sous-suite (Ai].) qui converge faiblement
vers une connexion de Yang-Mills admissible A sur M.

» Soit £ choisi comme dans le théoreme d’Uhlenbeck n°6. Soit pour chaque i et » > 0
suffisament petit 'ensemble fermé E;, = {z € M : et Jo, ) |1 Fasl?dVy > e} Avec
la formule de la monotonie E;, C Ej;, pour r < r’. Grace au procédé diagonal, on peut
extraire une sous suite Ej o-+ convergeant vers Ey-x. Nous poserons S = Mg Ey-k. S est de
codimension de Hausdorff au moins 4, et A;, converge vers une connexion A en dehors de S
modulo des transformations de jauge. W

Nous supposons a présent que la suite A; converge faiblement vers une connexion admis-
sible de Yang-Mills A au sens de la définition précédente et que I'on a toujours une action
finie fM |Fa,?dV, < A.

Définition 2.3.2 Soit ’ensemble

Sy({A;}) = ﬂ{x € M : lim infe“r2r4”/ |Fy|2dV, > €}
B, ()

71— 00
r>0

avec € donné par le théoreme n°6 d’Uhlenbeck vu précédemment.

Proposition 2.3 Sy({A;}) est fermé et contenu dans S. Sa (n — 4)-mesure de Hausdorff
est magjorée par une constante C' ne dépendant que de M et de la constante A, c’est a dire

H™ 4(Sy({A;})) < C. De plus, A s’étend en une connexion lisse sur M\Sy({A;}).

» Soit y € M\S,({4;}). Par définition, et quitte & extraire, il existe un ro > 0 tel que
7o [5, () [Fa.1?dVy < £. Le méme théoréme d’Uhlenbeck assure alors que
o

M
sup sup |Fy,| < C(LQ)\/E
n zEB, /2 (y) "o

70

/e (g, M)+1

et donc pour tout r < suffisamment petit, on obtient

€

(V]

sup  sup 7“4"/ |Fa, |?dVy <

n xeBr0/4

ce qui prouve que B, (y) C M\Sy({A;}). Des lors S,({A;}) est bien fermé et A est limite
d’une sous-suite de connexions de la suite (A,), dans la boule B, (y). Enfin, il est évident
que Sp({A4;}) C S et 'on peut conclure grace a la derniere proposition. B

Remarque 2 Ce résultat généralise celui d’Uhlenbeck qui avait démontré que Sy({A;}) est
de codimension au moins 4.

Nous avons donc S(A) C Sy({A4;}). Nous allons chercher a exprimer S,({A;})\S(A).
Considérons les mesures de Radon p; = |Fa,|?dV,. Quitte & prendre une sous-suite, nous
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savons que j; — p faiblement sur M en tant que mesures de Radon, c’est a dire pour toute
application ¢ continue a support compact dans M :

im [ ol Pavy, = [ ody
M M

— 00

et le lemme de Fatou nous donne la décomposition p = |Fa|2dV, + v ol v est une mesure de
Radon positive qui est en fait H"~* rectifiable.

Proposition 2.4 v(zx) = @(x)H"g;(‘l{Ai}) =I5, ({a;}), avec T € M, et pour H" *-presque tout
x € Sp({4:}), on a Uencadrement de la densité © :

e < O(x) <At renri
et a,r, sont donnés par les théoremes d’approximations précédents.

» La démonstration s’appuie essentiellement sur les points suivants :
(a) 7 — e r4 (B, (x)) est croissante et la limite lim rt (B (x)) = O(u, z) existe.
r—0+

(b) [z € Sy({A:})] < [O(p, x) > €]

(c) Pour H™ *-presque tout z € Sy({4;}),

lim 7“4_"/ |F4?dV, =0
B, (z)

Définition 2.3.3 Soit

S = {r € SH({A4:)) : O(nx) > 0, lim ré-n /B Iy, = 0) = STANSC
Alors Sy({A;}) = S, U S(A) et nous appellerons (S, ©) le lieu d’éclatement de la suite
faiblement convergente {A;}. Sy est le support de ’éclatement et © sa multiplicité. Dans le
cas ou n = 4, Sy consiste en un nombre fini de points et la limite de la suite {A;} peut
étre étendue en une connexion de Yang-Mills sur M tout entier. Le but de ce qui suit est
d’étudier les propriétés géométriques de ’ensemble Sy.

Pour tout y € M et X\ suffisament petit, nous posons la mesure reparamétrisée

1y (E) = A" u(exp, (AE))

avec E C T, M et exp, : T,M — M est I'application exponentielle de la métrique g, ainsi
que \E = {z € T,M : \"'z € E} et toujours p = lim ;.

Remarque 3 Rappelons que exp, : U.‘EZ?{) avec V, = {v € T,M : ¢, défini sur [0,1]} et
¢y est Uunique géodésique sur la variété riemannienne M avec ¢,(0) = p et ¢(0) = v définie
sur [0,e]. L’application exp, envoie un voisinage de 0 € T,M difféomorphiquement sur un
voisinage p € M.
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L’idée est maintenant d’étudier la structure locale de u. Pour cela, nous introduisons la
notion de mesure tangente ou mesure de cone, qui permet de comprendre le comportement,
local d’'une mesure comme le font, de maniere analogue, les dérivées d’une fonction. Pour
cela, considérons 'application T, ,(z) = (x—;a) L’image d'une mesure de Radon p par Ty, » est
la mesure T, \[](E) = u(AE +a). Dans ce cas, 1 est dite mesure de cone si 1) est une mesure

non nulle et qu’il existe des suites ();), (¢;) de nombres réels positifs tels que \; — 0 et
1— 00

¢iTux (1] H—o>O n au sens faible, ce qui veut dire en d’autres termes que, pour toute ¢ € C§°,

ci/¢<x;a>duxH—O>o/¢dn.

Lemme 2.1 Soit une suite réelle (\y), telle que A\ — 0. Alors il existe une sous-suite
—00

(A), et une mesure de Radon n sur T,M telle que [y, = )\f”,u(expy()\kE)) converge
faiblement vers n. La mesure n est donc une mesure de cone.

Nous allons ensuite relier la mesure de cone avec la mesure .

Lemme 2.2 (Lemme géométrique)
Soit v € Sy tel que O(u,x) > g, > 0 et O(u,.) est H" *-approzimativement continue en x
c’est a dire que pour tout € > 0,

o T4 € Bul@) 0802100, 9) — O, )| > 2})

r—0 rn—4

=0

Alors il existe r, > 0 tel que pour tout r €]0,r,[, on puisse trouver n — 4 points xq, ..., Ty 4
dans B.(x) NS qui satisfassent :
1. O(p, ;) > O(p,x) —e(r) pour 1 < j<mn-—4ete(r) e 0.
T
2. Soit exp, la fonction exponentielle de (M, g) en x. Alors il existe s = s(n) €]0,1/2[ tel
que d(x,xq1) > sr et d(xg, exp,(Vi_1)) > sr pour k > 2 avec

Vi1 = Vect ((expx |Br(0))_1 (1), .ery (expx |Br(0))_1 (xk_l))

L’espace tangent en la mesure p en a peut étre tres riche, en contenant toutes sortes
de mesures différentes. Néanmoins, ici, nous allons voir que nous bénéficions d’une sorte
d’unicité de la mesure tangente.

Théoréme 7 Soit encore j = |Fa|?dV, + v. Alors pour H" *-presque tout x € S, C M,
toute mesure de cone n sur T,M de u est de la forme O(u, x)H" *|p ou F est un sous-
espace de T, M de dimension (n — 4). Les cones tangents en x peuvent étre vus comme des
sous-espaces de dimension (n — 4) dans T, M.

On sait que souvent les problemes variationnels admettent des solutions qui sont des
espaces m-rectifiables et non lisses, c’est a dire des espaces F C R” tels qu’ils existent
m € N, des applications f; : R™ — R" lipschitziennes vérifiant

e (1 2 )
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L’ensemble F sera dit purement irrectifiable si H™(E N F) = 0 pour tout espace E m-
rectifiable. L’objet de I’étude suivante est de montrer que Sy, est n — 4 rectifiable, c’est a dire
que les cones tangents non seulement existent mais sont uniques pour H ”’4—presque tout
x € Sy de par le théoreme 15.19 de Mattila [16].

Soit alors S, = S, U S, avec S, ensemble purement irrectifiable. Soit par ailleurs Py la
projection orthogonale de T, M sur V' € G(T,M,n — 4). Tout revient en fait & montrer que
pour toute suite () convergeant vers 0,

n—4 -1
k:h—mH (Pv(exp;n _(f N By (2))))

>0

(I est intéressant a cet instant de regarder le travail de Lin [14]).

Proposition 2.5 Soit (S, ©) le lieu d’éclatement d’une suite faiblement convergente {A;}
de connexions Yang-Mills admissibles. Alors son support Sy est H"™* rectifiable et en parti-
culier, pour H" *-presque tout v € Sy, il existe un unique sous-espace tangent TS, C T, M.

2.4 Connexions de Yang-Mills bouillonnantes

Soit {A;} une suite de connexions admissibles de Yang-Mills convergeant, vers une con-
nexion de Yang-Mills admissible avec le lieu de 1’éclatement (S, ©). Nous allons maintenant
essayer d’appréhender la structure de A; pres de Sy lorsque i est grand. Nous construirons
une nouvelle connexion sur R” lorsque A; s’approche de A.

Proposition 2.6 Soit x € S, = S qui satisfait les consditions suivantes :

1. Le plan tangent V ="T,S C T, M existe de fagcon unique,

2. O(p,x) > 50> 0 et i7" [ |Fal?dV, — 0
Alors il existe des transformations linéaires o; : T,M — T,M telle qu’une sous-suite de
ofexpl A; converge vers une connexion de Yang-Mills B sur T,M avec Fg #0 et v|Fp =0
pour tout v € V. Une telle connexion B est appelée une connexion bouillonnante en x € Sy.

Nous nous donnons maintenant une suite {4;} d’instantons 2 — asd (Q-anti-auto-duaux)
qui converge vers un instanton {2 — asd, €} étant une forme sur M de degré n — 4. Soit S
toujours le lieu d’éclatement de la suite {A4;}. Nous allons voir qu’en fait Q se réduit a une
forme de volume sur S.

Théoréme 8 Soit {A;} une suite d’instantons Q — asd avec Q2 une forme sur (M, g) variété
riemannienne compacte, qui soit fermée de degré n—4. Alors, quitte a extraire une sous-suite,
A; converge vers un instanton Q — asd avec (S,0) comme lieu d’éclatement tel que :

1. S est rectifiable et (s est une des formes de volumes induites par la métrique g,
3. Soit le courant C5(S,0)(¢) := 5 fs(qb,Qw)@d(H‘Tg"l) ot ¢ est une forme lisse quel-

conque a support compact dans M. Alors Cy(S,0) est fermé et l’on a méme

O est a valeur entiére,

11— 00
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Soit (M, g) une variété riemannienne et 2 une forme fermée de degré n — 4. Nous sup-
posons que pour tout x € M, et F' sous-espace de T, M de codimension 4, Qr < dVp
avec Vr la forme de volume induite par g. Nous dirons que (F,dVr) est calibrée par Q si
Qr = dVp. De plus, si ® = (5,&, ©) est un courant intégral d’orientation &, de densité ©, de
support S et rectifiable, alors nous dirons que ® est Q-rectifiable si (7,5, &(x)) est calibrée
par Q pour H™ “-presque tout # € S. On dira aussi que (S, 0) est un cycle Q-calibré. Les
résultats de la théorie de la mesure assurent que pour un tel cycle, S est régulier dans un
sous-ensemble ouvert dense. Nous disposons méme du théoreme suivant :

Théoréme 9 Soit {A;} une suite d’instantons Q. — asd avec Q une forme sur (M, g) variété
riemannienne compacte, qui soit fermée de degré n — 4 et calibrée. Alors, quitte a extraire
une sous-suite, A; converge vers un instanton ) — asd avec (S, 0) comme lieu d’éclatement
tel que (S, ©) est un Q-cycle calibré et

11— 00
Conjecture 1 Le lieu d’éclatement d’une connexion de Yang-Mills admissible est une variété
minimale c’est a dire une variété sans bord avec courbure moyenne nulle.

Une connexion A est stationnaire si pour tout champ de vecteurs X a support compact
dans M, on a :

/ <|FA|2de —4) (Fa(Ve X, ¢j), Fales, ej))> dv, =0
M

ij=1

oll e; est une base orthonormale de M. Remarquons que toute connexion lisse de Yang-Mills
est stationnaire.

Proposition 2.7 Si A est stationnaire, alors S est une variété minimale et ainsi la conjec-
ture précédente est vérifiée.

Proposition 2.8 Soit A un instanton admissible Q) — asd, Q) étant une forme fermée de
degré n — 4. Alors A est stationnaire.

2.5 Singularités apparentes pour les connexions de Yang-Mills

Nous nous intéressons dorénavant aux connexions admissibles de Yang-Mills. Nous
allons généraliser le travail d’Uhlenbeck (Cf [23],[24]) qui a en fait décrit ce qui se passe en
I’infini en dimension 4 pour une suite de connexions anti-auto-duales et a donné un controle
des voisinages de l'infini via le théoreme :

Théoreme 10 Soit M une variété riemannienne de dimension 4 compacte, sans-bord, et
orientée et soit P — M un fibré principal de groupe SU(2) avec co(P) =k > 0. Soit {A;};
une suite de connexions anti-auto-duales d’action finie sur P. Alors, il y a une sous-suite
pour laquelle :

> il existe un SU(2)-fibré principal P' — M avec 0 < co(P') =k <k

> il existe des points {x1,...,x;} dans M
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> il existe des entiers naturels {my, ..., m;}

> il eziste une connexion anti-auto-duale A" sur P’

> il existe des isomorphismes o; : P"M\{Il’m} — Panfa,..zy qui sont T/Vg2 sur tout sous-
ensemble compact K C M\{x1,...,z:}

et que l'on ait :

— Pour tout sous-ensemble compact K C M\{x1, ..., 1} les connexions o} (A k) convergent
dans W3(K) dans Al

— Les fonctions |Fa,| € L' (M) convergent faiblement vers la mesure |Fa|? + 3 \_, 87°m;d,,
avec t < k et 0, la 5-masse en x de masse 1.

» La démonstration repose essentiellement sur deux points : tout d’abord sur des es-
timations de la courbure, et plus précisément si B, C M est une géodésique de rayon r
petit et que B, est une boule concentrique de rayon inférieur, sur le fait qu’ils existent des
constantes universelles £ > 0 et C telles que si A est une W2-connexion sur le fibré P, avec
Ay une connexion C* sur B,, et que l'on ait en plus ||Fy4||r2p,) < €, alors il existe une
transformation de jauge o sur P telle que :

|lo*A — Aol[wz < C|[Fallre
et
D’;,O (J*A — AO) =0

De plus, A anti-auto-duale sur P — B, infere o* A lisse et I’estimation complémentaire :
oA = Aollwz < ClIFallizg)

Ce premier point permet de voir que sous certaines bonnes conditions pour les courbures
des A; et lorsque la suite A; est asd sur une petite boule, alors il y a convergence vers un
voisinage plus petit quitte a utiliser des transformations de jauge.

Le deuxieme point concerne les singularités : si A est asd sur le fibré principal P, sur
une boule avec des points singuliers Bg, et qu’elle est d’action finie sur tout sous-ensemble
compact de Bg, alors il existe une extension de P, a un fibré principal P sur la boule entiere
et une extension de A en une connexion asd d’action finie sur P tout entier. H

On se place sur M ouvert de R” muni d’une métrique ¢ non plate.

Théoreme 11 Soit A la limite d’une suite de connexions de Yang-Mills A; lisses en dehors
de S. Alors il existe £ > 0 dépendant seulement de n = dim M tel que pour tout p € S, et
0<r<rp, si

7“4”/ |F4?dV, < e
Br(p)

alors il y a une transformation de jauge o tel que o(A) s’étende en une connexion lisse au
voisinage de p. La connexion o(A) est lisse en dehors d’un sous-ensemble fermé

S([A]) = {x € Mllimr*—"eor’ / Fa2dV, > <)
r—0 Br(z)
de H" *-mesure nulle.
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La démonstration de ce résultat est technique, reposant principalement sur l'utilisation
de la formule de la monotonie et la majoration de la courbure de la connexion sur Bj(p)
ainsi que des propriétés d’harmonicité.

Remarquons que si A est une connexion de Yang-Mills stationnaire sur M d’action finie,
alors le dernier théoreme assure que S(A) D S ([A4]). Supposons que 'on ait S(A) = S([4]).
Dans ces conditions, nous allons analyser la connexion A au voisinage d’un point z. On
définit gy = A\7?g et Ay = 7% exp’ A avec T : Tzﬂf);f pour A €]0, 1[. Bien siir, on vérifie que
Ay est aussi une connexion de Yang-Mills stationnaire pour la métrique g, et que

e N Yl M [ 0
Br(z,9x) Bxr(2)

qui est une quantité bornée.

Ainsi, si (A(2)); €]0, 1[N est une suite tendant vers 0, alors A, converge (modulo extrac-
tion et transformations de jauges) vers une connexion de Yang-Mills A¢ pour la métrique
plate en dehors de S(A°) C T,M, avec H" *(S(A°) N Br(0,g0)) = 0 appelée connexion
tangente.

De plus un simple calcul montre que |Fy, , [*dV, = |[Fac|?dVy, + O H" *|5(a¢) qui est
une mesure cone. Dans le cas ot S(A¢) = () alors x est une singularité isolée de A. Si l’on se
place sur R® on voit qu'une connexion A¢ est le pull-back d’une connexion A sur CP, et que
la réciproque est aussi vraie.

En fait, tout le probleme des singularités d’une connexion A est de savoir comment se
comporte la suite S(A;) et en particulier de voir si .li)m S(A;) € S(A) et lapproche de G.
Tian est d’introduire les connexions tangentes. Dans lze (C:gs particulier d'une connexion A qui
soit -anti-auto-duale, on peut prouver par le théoreme n°11 que H" (S ([A¢])) = 0. Ainsi
il est naturel de conjecturer que :

Conjecture 2 Si A est Q — asd, S ([A]) est de codimension au moins 6.

2.6 Compactification des espaces de modules de connexions anti-
auto-duales

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n, et Q une forme de degré
n—4. Soit E un fibré vectoriel unitaire sur M et Mg g les classes d’équivalence d’instantons
Q —asd sur M. Un Q) — asd instanton généralisé est construit a partir de :

— Un Q—asd instanton admissible A sur E qui s’étend en une connexion lisse sur M\ S(A)

avec S(A) espace singulier qui est un ensemble fermé vérifiant H" 4(S(A)) = 0.

— Un courant intégral C' = (S, ©) calibré par Q et qui satisfait l'identité d’énergie

1
472/ |FA|2dVg+/®dH”4:/ Chy(E) A Q
M S M

ou Chy(F) est le second caractere de Chern de E.
On appellera Mg g ’ensemble des classes d’équivalence d’instantons 2 — asd généralisés
et I’on peut associer a cet espace, grace a I’ensemble du travail effectué, une topologie pour
le rendre compact : [A;, C;] converge vers [A, C] si
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1. C=C"4+C" avec C',C" courants intégraux tels que C; converge vers C’

2. Tls existent des transformations de jauge o; tels que
oi(4;) = A
en dehors de S(A) et du support de C' et que
Chy(oi(A;),C;) — Chy(A,C)

ou
Cha(A, C) = Chay(A) + PD(C) = 4_—12tr(FA AFy) + PD(C)
T

est un courant fermé sur M généralisant la seconde classe de Chern et PD(C') est le
dual au sens de Poincaré du courant intégral C.

Le programme de G. Tian est maintenant d’étudier la lissité de Mg r pour un bon
choix de la (n — 4)-forme Q afin de définir de nouveaux invariants du type Donaldson ou
Seiberg-Witten.

2.7 Applications aux espaces Calabi-Yau

Soit T,,(M) I'espace tangent en p, et soit une courbe fermée qui passe par p. Une base
en p donnera par transport parallele le long de cette courbe une autre base. Cette nouvelle
base est une transformation linéaire de ’ancienne base et le transport parallele de la base
n’est autre que l'application d’un automorphisme de P’espace tangent 7),(M). L’ensemble de
ces automorphismes de T,(M) constitue un groupe appelé le groupe d’holonomie Hol(w) de
connexions en p pour la variété de Kahler (M,w). C’est un sous-groupe de GL(n,R). Si le
groupe d’holonomie de la variété peut étre réduit a un sous-groupe G' de GL(n,R) (comme par
exemple dans le cas de variétés connexes) alors on dit de la variété que c’est une G-structure.
Si le groupe d’holonomie est réduit a un élément, on dit que la variété est parallélisable
(Exemple : St, 83, S7).

Une variété Calabi-Yau M est une variété kahlerienne compacte de dimension supérieure
ou égale a 2 avec Hol(w) = SU(m). Toute variété de Calabi-Yau est Ricci-plate et répond
a la conjecture de Calabi résolue par Yau. Remarquons que, de la maniere dont est reliée la
premiere classe de Chern au tenseur de Ricci, nous avons aussi ¢, (M) = 0. Pour une variété
complexe de dimension n, le fait que ¢;(M) = 0 infere qu’il existe une unique n-forme
qui n’a pas de singularités et qui ne s’annule jamais. Les variétés complexes sous-jacentes
aux variétés Calabi-Yau sont des objets algébriques et il est naturel de les étudier avec des
méthodes de géométrie algébrique complexe.

Soit M une variété Calabi-Yau de dimension 4, de métrique de Kahler w et une (4,0)-
forme holomorphe € normalisée : 4 (9 A 0) = w. Choisissons la forme parallele

Q:2(9+9)+%w2

et soit A une métrique hermitienne du fibré unitaire de rang r, 7 : £ — M.

A sera dit un instanton complexe anti-auto-dual associé a (E,h) si 'on a Dah = 0,
tr(Fa) harmonique et bien sir Q A (Fa — Ltr(Fa)Id) = — * (F4 — 1tr(F4)Id). Dans ces
conditions, on dispose de la proposition :
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Proposition 2.9 Soit A un instanton complexe anti-auto-dual. Soit 0 telle que

r—1
r

[0] A (202(E) — Cl(E)2> >0

ou [0] € H*(M,C) est bien sir la classe de cohomologie de 0.
Alors Y M(A) est le minimum absolu de la fonctionnelle de Yang-Mills et Y M(A) ne dépend
que des variables [w], [0] et E.

Une variante de ce résultat dans les cas des Spin(7) et Go variétés est donné par la
proposition suivante :

Proposition 2.10 Soit (M, g) une variété Spin(7) (ou G3) et Q est une 4-forme paralléle

(resp 3-forme). Soit A un Q — asd instanton. Alors Y M(A) ne dépendent que de M et de

E, soit :

r—1
r

VM) = (20(E) - OB ) (904 o [ eEoray,

Revenons au cas d’'une variété Calabi-Yau de dimension 4, ot Q = 2( + 0) + 1w?. Un
calcul simple sur C* montre que :

Proposition 2.11 Soit L. C TM un sous-espace de dimension4. Alors Q, < dVp,

Définition 2.7.1 (S,0) est un cycle de Cayley s’il est calibré par Q et dans ce cas pour
H*-presque tout x € S, lespace tangent TS est un plan de Cayley dans T,M c’est a dire
que Q\TM = d‘/|TM

Proposition 2.12 Soit (S,0) un cycle de Cayley.
Alors C5(S,0)[0] > 0 et C2(S,0)[0] = 0 si et seulement si (S, 0) est un cycle holomorphe.

Théoreme 12 (M, g) une variété compacte Calabi- Yau de dimension 4 avec forme de Kdhler
w et une (4,0)-forme holomorphe 0. Soit { A;} une suite d’instantons complexes asd. Alors,
quitte a prendre une sous-suite, A; converge vers un instanton complexe complexe asd de lieu
d’éclatement (S, ©) tel que (S, 0) est un cycle Cayley et

lim Cy(A;) = Cy(A) + Cy(S, O)

i—00

Soit maintenant M variété compacte de dimension 8 réelle qui admet une structure
Calabi-Yau, c’est a dire une, structure complexe .J, une métrique de Kahler ¢ compatible
avec .J et une forme holomorphe # satisfaisant 4 (9 A 9) = w' pour w = w, la forme de Kahler
de g. Nous notons M’ l'espace des modules de toutes les structures Calabi-Yau. Soit £ un
U(r)-fibré sur la variété M et

r—1
r

r—1
T

M(E) = {(J, 9,0) € M| (202(E) . CI(E)2> 0] > 0 et <26’2(E) - Cl(E)2> [w?] > 0}

23



L’espace M(E) est une variété analytique connexe. Notons )49 (E) 'espace des modules
de toutes les connexions anti-auto-duales de E sur la variété Calabi-Yau M de structure
(J, g,0) modulo transformations de Jauge. Alors, on peut définir grace au théoreme n°12,
I’espace compactifié

A est un instanton complexe asd sur M
Visgo)(E) =< (A,5,0) (S,0) est un cycle Cayley
Ci(E) = [C;(A)] + [C4(S,0)] € H*(M,R) pour i = 1,2.

De plus on pose, Y(E) = U Vw0 (£). D’apres la proposition n°2.12, il y a une
(J,g.0)eM’

inclusion f, : Y(E) — M(FE) et le théoreme n°12 assure que M (E) := f, (y(E)) est un
fermé de M(FE).

Conjecture 3 M. (E) est une sous-variété analytique de M(E).
Remarque 4 [l conviendrait a ce niveau de regarder si [’on ne peut pas se ramener a un

théoréme de Siu (“Analycity of sets associated to Lelong numbers...”, Invent. Math., 27,
53-156) en étudiant le nombre de Lelong d’un courant positif fermé.
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3 Perspective algébrique

Nous cherchons a donner une interprétation algébro-géométrique du travail de G. Tian
en gardant a l’esprit qu’il y a une correspondance par le théoreme de Donaldson-Uhlenbeck-
Yau entre les connexions irréductibles Hermite-Einstein et les fibrés stables que nous avons
déja décrite dans la premiere section et dans un cas particulier. Si nous disposons d’une
suite de fibrés W-stables V; sur X de topologie fixée, nous pensons que nous aurons besoin
d’un unique éclatement X = X donné par des méthodes de G.I. T dans le cas d’une variété
algébrique tel que 7*V; converge vers un fibré V' qui soit au moins polystable (ou quasi-
stable) par rapport a4 un fibré ample de la forme W, = W — Z]. e;jE; ou E; désigne un
diviseur exceptionnel associé a w. L’ensemble des points ou ’on éclaterait serait quant a lui
en correspondance avec I’ensemble singulier qu’a défini G. Tian et pour lequel il a donné une
description géométrique que nous avons rappelé dans la section 2. Le point de vue algébrique
permettrait dans ces conditions de mieux comprendre la nature de I'ensemble singulier et
de répondre en particulier aux conjectures de G. Tian (Cf conjecture 2). Nous espérons que
nous pourrons trouver une connexion Hermite-Einstein A, associée a E vis a vis de W, pour
laquelle A’ — A, fortement avec A’ suite de connexions Hermite-Einstein associée a la suite
(Vi);- L’étude de la limite de A. quand ¢ — 0 devrait nous donner une compactification
naturelle de I'espace de modules de fibrés stables 9t (r, ¢1, ¢2). Dans un premier temps nous
nous restreignons au cas d’une surface algébrique ou nous étudions le comportement de
I’espace de modules vis a vis d'un éclatement.

3.1 Riemann-Roch et théoréeme d’indice de Hodge

Nous redonnons succintement dans ce paragraphe quelques résultats classiques de
géométrie algébrique dans le cas d’une surface algébrique X arbitraire. Par définition, la
caratéristique d’Euler d’un diviseur D sur cette surface X est :

X(D) == x(O(D)) = h’(X,0(D)) — h'(X,0(D)) + h*(X, O(D))

Le théoreme de Riemann-Roch et la formule de Noether peuvent s’énoncer ainsi :

(o)== oy
X(Ox) = w

avec e(X) = X;(—1)%b; la caractéristique d’Euler de la surface X. Comme 'usage le veut, on
notera [(D) = h°(X,O(D)) et K = Kx la classe canonique de la surface X. Par dualité, on
obtient I'inégalité de Riemann-Roch :

D*-D-K

(D) + (K — D) > 5

+x(Ox)
On dispose alors immédiatement du résultat suivant :

Proposition 3.1 Si D? > 0, alors un des diviseurs, nD ou —nD, est équivalent & un
diviseur effectif pour n suffisamment grand.
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» En remplacant D par nD et —nD dans 'inégalité de Riemann-Roch, on voit qu’a la
limite on obtient 3 possibilités :

1. I(nD) = o
2. l[(—nD) — o0
3. (K —nD) - et [(K +nD) = o

puisqu’il est évident que si W est un diviseur ample sur X, alors il existe ng = K - W tel
que pour tout diviseur D avec D - W > ng alors [(K — D) = 0. Maintenant montrons que la
condition (3.) entraine une contradiction : pour n assez grand, on obtient K —nD ~ Dy > 0
et pour D' > 0 et D' ~ K + nD, lapplication D' — D’ + D, donne 'inclusion suivante :
H(X,0(K +nD)) - H(X,O(K +nD + K —nD)) = H*(X, O(2K)).

Des lors [(2K) > (K + nD) ce qui est absurde. En fait le choix de nD ou de —nD dépend
dusignede D-1W. R

Théoréme 13 (Théoréme d’Indice de Hodge)
Soit W diviseur ample sur X, et soit D # 0 diviseur tel que D -W = 0. Alors D? < 0.

» Si l'on a D? > 0, alors soit W' = D 4+ nW qui est ample pour n suffisamment grand.
De plus, D-W' > 0 donc la derniére proposition donne mD effectif pour tout m assez grand
et D-H > 0 ce qui absurde. Dans le cas o D? = 0, il existe un diviseur E tel que D-E # 0
et W+ E =0. On remplace F par E' = (W?)E — (E-W)W et D par D' = nD + E. Alors
D' W =0et D? =2nD - E + E? et il existe n assez grand tel que D2 > 0 et on se rameéne
au cas précédent. ll

Corollaire 3.1 Soit W diviseur ample sur X et soit D un diviseur. Alors,
(w?) (D) < (W - D)’

» 11 suffit d’appliquer le théoréme au diviseur (W?)D — (W -D)W. R

3.2 Fibrés stables et éclatements

Regardons maintenant comment se comporte [’espace des modules de fibrés stables afin
de répondre au moins partiellement au programme que nous nous sommes fixés au début de
cette section.

Soit 7 : X — X Déclatement d’une surface algébrique X en un point p, E le cycle
exceptionnel associé. Nous identifierons par la suite un diviseur D sur X avec 7*D sur X.
Chaque diviseur D sur X est linéaire équivalent a D + aF ou la classe d’équivalence du
diviseur D sur X est Pentier relatif a sont uniquement déterminés par D. Si W est un
diviseur ample sur Y, alors dng tel que Vn > ng, nWW — E est ample.

Lemme 3.1 Soient 7 : X — X Uéclatement de X en p, E le diviseur exceptionnel et m,
m ¢ sta <0

lidéal mazimal de p dans X. Alors, 7.0 (aFE) = { 5 sia>0
X >
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» Pour un voisinage U de p, soit f € I'(m 1 (U), Oz (aFE)) qui définit une fonction holo-
morphe sur U\{p}. Le théoreme d’'Hartogs permet de I’étendre & U tout entier d’ou I'inclusion
naturelle j : O¢(aF) — Ox.

Montrons que dans le cas ou a > 0, nous disposons de l'inclusion inverse. Si maintenant
a>0etge (U Ox) alors 7*g est une section de Oy sur 7' (U) et donc une section de
O (aFE) sur 7 1(U), c’est a dire une section de 7,04 (aF) sur U. On a j(m*g) = g et donc
1.0%(aF) = Ox.

Dans le cas o1 a < 0, nous devons déterminer I'image de ’application j. Il suffit de montrer
que {g holomorphe sur U telle que 7*g € Ox(aF)} = m ¢ On choisit un systéme de co-
ordonnées x,y centré en p, et dans ces conditions 'on peut écrire (x,y) — ¢ (x,y) sous la
forme g(z,y) = Y272, gk(2,y) avec gp homogene de degré k et gn, # 0. On a tout de suite
que m = mult,(g) et g € m —m™*!. Soit U = 7~ (U) qui est recouvert par deux cartes U,
et Us. Sur U; nous disposons de coordonnées 2/, y' et 7 est donnée par {z =2,y =12"y}. Sur
la carte Uy, notons z”, 4" les coordonnées, 7 étant alors donnée par : {z = 2"y",y = y"}. On
recolle U\ {y' = 0} a U,\{z" = 0} via {z" = 1/y', y" = 2'y'}. Dés lors, en travaillant dans
U1, nous obtenons :

mg(x,y) =g’ 2'y") = (2)" (gm(L1,y) + 2'9')
et 2'¢g’ s’annule tout le long de Ey; = {2’ = 0}, contrairement & g,,(1,y’). Ainsi,
g €T (77" (U), 03 (—mE))\I (7' (U),0%(—(m + 1)E))
et I’on a I’équivalence
g e T (77" (U), 04 (—mE)) & g € m}"
ce qui permet de conclure. H
Lemme 3.2 St W est un diviseur trés ample, alors nW — E est ample si n > 2.

» Rappelons le critere de Nakai-Moishezon : un diviseur D sur X est ample si et seulement,
si D*> > 0 et D-C > 0 pour toutes les courbes irréductibles C' de X. On a bien siir
(nW — E)* > 0. Toute courbe C est éclatée en p et s%écrit C' = C' — kE avec k > 0 (sauf
pour C' = E qui est un cas trivial) et comme W est tres ample on a W - C' > mult,(C) > k.

Ainsi, (nW — E)-C=nW -C—-k>n—-1)k>0. 1
Proposition 3.2 Soit V un fibré de rang 2 sur X avec ¢;(V) = 0 et W diviseur trés ample

VvV ~
sur X tel que V = (ﬂ'*V) soit W-stable. Alors, il existe ny tel que ¥n > ny(W,ch(V)), le
fibré V soit nW — E stable.

» Soit O (D) — V un sous-fibré en droite, c’est & dire un sous-faisceau de rang 1 qui
soit fibré en droite. Nous pouvons écrire alors D = 7*D + aF pour un unique a € Z.
— Supposons que a = —n < 0. Comme pour tout entier p > 0, 7.O0+(pE) = Ox par
le lemme, nous avons, via la formule de projection, une suite d’injections que nous
pouvons formuler ainsi :

T.(m"Ox(D) ® Oz (—nE)) = Ox(D)@m" = 7,V =V

avec toujours m, l'idéal maximal de x dans X. Le fait que V soit stable se traduit
par définition par W - D < 0. Mais alors, tout simplement, (nWW — E) - (D + aFE) =
n(W - D)+ a < 0, ce qui prouve immédiatement que V" est stable.
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~ Supposons maintenant que a > 0. En considérant V/OX(D) sans torsion (Cf proposi-
tion n°1.1), nous disposons de la suite exacte :

0—=0s(D) =V —=04s(-D)®1I, =0

olt Z est sous-schéma de dimension 0. Ainsi, co(V) > —(D)?* > —D? + a®.
Examinons les 3 différents sous-cas suivants :

—a>0et D? <0. Alors a® < ¢»(V) et si 'on prend ng := \/2¢o(V) + 1, alors Vn > ny,
n>aet (W-D)<—-1,nW-D)+a<—n+a<0cequi prouve la stabilité.

~\/2c(V)+1>a>0et D* > 0. Alors, Vn > ng, n(W - D) +a < 0 et il y a encore
stabilité.

a > 1/2c(V) +1 et D*> > 0. Soit nj(W) telle que YN > nj, (NW — E) soit ample
(Cf lemme n°3.2). Considérons les nombres entiers N tels que N > 3ng et N > ny. On
peut écrire (D + aFE) - (NW — E) = (%D + aE) - (ngW — E) . Alors

N 2 N2 N2 . N2 N
<—,D + aE) > Wzﬂ — 4a% > W@(V) + <W — 4) — 8¢y (V) >0

L 0 0 0

On utilise la proposition n°3.1, et comme, <nﬂ,D + aE) - W < 0 par hypothese, on
0
obtient qu’il existe ng > 0 tel que —ng (nﬂ,D—i-aE) est équivalent a un diviseur
0

effectif. Vu que par choix de nf, (nj/W-— E) est ample, on obtient que (ni,D + aE) .
0

ngW — E) =n(W - D) +a <0, Vn > max(3ng, ng). En posant n; := max(3ny, ng) le
0 0 0
résultat est acquis. l

Remarque 5 La derniéere proposition se généralise au cas ou ’éclatement se fait en plusieurs
points simultanément.

Proposition 3.3 Soitm: X — X I’éclatement en un nombre fini de points {py, ...,pq} et Ej
les diviseurs exceptionnels associés. Soit V un fibré de rang 2 sur X et W diviseur trés ample

VvV ~
sur X tel que V = (ﬂ'*V) soit W -stable. Alors, il existe ny tel que ¥n > ny(W,ch(V)), le
fibré V. soit nW — 320 E; stable.

» On commence par reprendre la méme démonstration que dans le cas ou ¢;(V) = 0.
On pose ¢, (V) = 7*c; + SiciB; et C(V) = 4cy — ¢ la charge de V. Soit O¢(D) — V un
sous-fibré en droite, alors en considérant V /O (D) sans torsion (Cf proposition n°1.1), nous
disposons (dans le cas défavorable) de la suite exacte suivante :

0= 0:D) =V —=0:c(V)=D)®1, =0

Nous savons par ailleurs que D = 7*D + ¥;a; F; pour un unique a € Z. Calculons la charge
avec la suite exacte que nous venons d’écrire. Nous avons ainsi :

(e1(V) = 2D)* = 4l(2) = Y (20, — ¢;)* = =C(V) (%)

i
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charge pour le fibré apres éclatement. L’hypothese de stabilité se réécrit sous la forme W -
(1 (V) = 2D)) > 1. Mais (W - (¢, (V) — 2D))* > W2 (¢;(V)) — 2D)? par P'inégalité de Hodge
et 'on obtient par (x) :

(W - (e1(V) = 2D))? + W2C (V) > W? (Z (2a; — ¢;)® — C(f/)) + W2CO(V)

i

Z W2 Z (2@1 — Ci)2

Des lors, (W - (¢;(V) — 2D))? (1 + WQC’(V)> > W2, (2a; — ¢;)”. On pose ny := 1 +

% + |C(V)| et Vn > ny,

n (W . (Cl(V) — 2D)) > 2201 — G

ce qui, par définition, est la stabilité relativement a nW — "7  E;. B
En fait nous venons d’utiliser une généralisation du lemme n°3.2 :

Lemme 3.3 Avec les notations précédentes, nW — >"1_| E; est ample si W est trés ample

etn>max( V‘{,—i,q).

» On applique le lemme de Nakai-Moishezon. Visiblement (nW — 37 E)” > 0 et
pour toute courbe C' = C' — > 7 ¢;E; (avec ¢; > 0), W - C > max (¢;) et par conséquent

(nW — L, E;) - C > (n — g)max (¢;) > 0 ce qui permet de conclure. B

Corollaire 3.2 Si V = 7*V, 3ng tel que Yn > ng, V est nW — E stable si et seulement si
V est W stable.

» Si V est W-stable alors d’apres ce que I’on a démontré, 7*V est aussi stable. Réciproquement,
supposons que ©*V" soit nWW — ). E; stable. Alors pour tout diviseur en droite de V" on a
m*D < 7V qui est non triviale et donc nW - D < %nW - ¢1(V) ce qui prouve que V' est
aussi W-stable. B

Proposition 3.4 Les deuz derniers résultats sont valables pour des fibrés de rang 3.

» On va faire la démonstration dans le cas ol ¢1 (V) = 7*¢; (V) pour simplifier les calculs,
mais la démarche reste la méme dans le cas général. Soit V' un fibré de rang r sur X et
F' C 7*V un sous-faisceau de rang r’. On peut écrire avec les notations utilisées auparavant
que

Cl(FI) =1'F + Z szz
13

et que le fibré Wy = mom*W — . F; est ample. Ainsi, si n > my, W,, = (n — mo) m*W + W)
est ample. Des lors, il suffit de montrer qu’il existe ng tel que Vn > ng,

(r'm*e (V) = rei (F')) - Wy > 0
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soit en posant n' = n — myq,
n' (res(V) —=rF)-W > (re (F') — r'm*e (V) - Wh

pour n’ assez grand. En “re-descendant” l'inclusion F' — 7*V, on a 7, F' — V, et comme
V' est supposé W-stable, on obtient que

(r'ey(V)—=rF)-W >0
D’autre part, d’apres le résultat principal de Maruyama (Cf [15]), 'ensemble
{c1(F") - WH|F" — 7*V, avec V de rang r < 3, ¢;(V) et co(V) fixés}

est borné supérieurement. D’out I'existence de ’entier ng qui ne dépend que des invariants
de départ et des diviseurs amples.

Si V =na*V et F < V un sous faisceau de rang r, on a alors l'inclusion 7*F" < V et
par W,-stabilité de V/,

a(F)- W ¢ (mF)-W, V) W, V) W

r nr nr r

ce qui prouve le dernier corollaire dans le cas du rang 3. l

Il y a donc une étroite relation entre ’espace des modules My w (7, ¢1, ¢2) de fibrés stables
sur X de rang r a premiere et deuxieme classe de Chern fixés et ’espace Sﬁj(’nwa(r, ey, Co).
Il est clair que la proposition n°3.4 vient de définir un morphisme injectif qui est certainement
aussi une immersion lorsque n est assez grand et que les résultats obtenus peuvent étre
appliqués au cas d’une famille bornée de faisceaux (Cf p :181 [13]). Il serait aussi intéressant
a ce niveau d’étudier la relation entre la géométrie de la variété X et celle de I'espace
M (r, ey, Ca).

3.3 Construction de Buchdahl dans le cas d’une surface complexe
compacte

N.P.Buchdahl a généralisé les résultats de Donaldson-Uhlenbeck-Yau (id est la corre-
spondance Connexion irréductible Hermite-Einstein <= Fibré stable [2]) au cas des surfaces
complexes compactes et a prouvé dans “Sequences of stable vector bundles over compact
complex surfaces” (Cf [4]) que les suites de fibrés stables de rang quelconque identifiés aux
connexions Hermite-Einstein ont des sous-suites convergentes apres éclatement, au moins
quand les limites faibles sont stables. Ceci conduit a définir une topologie des espaces de
modules de fibrés stables sur des surfaces complexes compactes (a éclatements pres) et de
conclure quant a la compacité du dit espace (Cf [5]). Remarquons pour finir que le travail
de Buchdahl sera difficilement généralisable en dimension supérieure (Cf p :70 [5]).

Ici la convergence d’une suite d’éclatements est en fait la convergence d’une suite de
structures complexes integrables sur la méme variété sous-jacente X#nP,. On note o; la
(1,1)-forme correspondant au i-eme éclatement et p, = Y .a;0; avec a@ € R}* ainsi que
We = T™w + p, le pull-back de la forme de (1,1)-forme positive d0-fermée donnée par le
théoreme de Gauduchon.
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Théoréme 14 Soit X une surface complexe compacte munie d’une (1, 1)-forme positive 00-
fermée w. Soit {A;} une suite de connexions Hermite-Einstein sur un fibré unitaire fizé Ey,,
de rang r sur X telles que les fibrés holomorphes correspondants F; soient stables et de degré
uniformément borné. Supposons que F; converge faiblement vers E en dehors d’un ensemble
fini S C X composé de |S| points. Alors il eviste une sous-suite {Ej; } pour laquelle :

~ 1l existe une suite d’éclatements X;, de X constituée d’au plus 2C(Ey,p) —2C(E) — ||

éclatements individuels convergeant vers un éclatement X = X de X avec diviseur
exceptionnel T (S).
'l

— Il existe des automorphismes complezes g;; de 7r;?‘j Eiop tels que (|gij| + |g; ) soient uni-

formément bornés sur les sous-ensembles compacts de X\S et {g;;} est uniformément
convergente au sens C? dans ces mémes sous-ensembles.

~{gi. |75 Ai )} converge uniformément dans C? vers une connezion lisse sur 7 Ey,, sur
J 2 J P

ok

X laquelle définit un fibré holomorphe E tel que (mE) =F.
~ Si E est stable alors, pour tout choix convenable |a| suffisamment petit, les connexions
9i; (71'2;, Aij> sont (W;‘jw + pa) _Hermite Einstein et E est Wa-Stable.

Dans le cas du rang 2, on dispose méme d’un résultat plus performant :

Théoréme 15 Sous les mémes hypothéses que précédemment et en supposant que by(X) est
pair et que Ey,, est de rang 2, alors il existe {EZ]} telle que :
— 1l existe une suite d’éclatements )f(\; de X constituée d’au plus 2C'(E4,,) —1 éclatements
individuels convergeant vers un éclatement X5 X de X.

- Ay est (ﬂfjw + pa> pour o € R} convenablement choisi et la suite de connexions

Hermite-FEinstein correspondante converge fortement sur X définissant un fibré w,-
stable £ sur X.

Soit Ej,p un fibré unitaire de rang r sur une surface de Kéhler (X,w) et M(X, Ey,p)
I'espace des classes d’isomorphisme de structures holomorphes quasi-stables sur E;,,. Con-

sidérons les paires (X’, E) avec :

1. X est un éclatement de X,

2. E est un fibré holomorphe sur X topologiquement isomorphe a 7*E},, tel que m, EF est
semi-stable,

3. E est wa-quasi-stable pour tout choix convenable de «.
Sur les paires ()~( , E) satisfaisant de telles conditions, nous pouvons définir une relation
d’équivalence ~ en posant que (f(l, E‘l) ~ (XQ,EQ) s'il existe un éclatement X, tel que

7B, ~ 7*Fy sur X1, et soit M(X, Eyyp) ensemble des classes d’équivalence. Une topolo-
gie sur M(X, Eiy) est donnée par : {(X’i, EZ)} converge vers (f(, E) si et seulement si

{()E'i, EZ) } peut étre représentée par une suite d’éclatements X; convergeant vers X avec
2

Ei fibrés w,-polystables sur )E'i convergeant fortement vers FE sur X.
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Proposition 3.5 Il existe N(X,w, Ey,,) tel que toute classe dans M(X, Ey,p) soit représentée
par un fibré sur un éclatement d’au plus N éclatements individuels.

Théoréme 16 Si Ey,, est de rang 2, M(X, Ey,,) est compact.

Le fil conducteur du travail de Buchdahl est d’une part une estimation des changements
induits par les éclatements sur la charge d’un fibré et d’autre part I’écriture d’un processus
de stabilisation des fibrés semi-stables de maniére a lisser les points singuliers de ’espace de
modules, ce processus se basant exclusivement sur la théorie des faisceaux. Remarquons au
passage que Buchdahl obtient un analogue de la proposition n°3.3 en rang quelconque :

Proposition 3.6 Soit E un fibré de rang r sur la surface éclatée X.

Si E is weq-stable pour tout € > 0 suffisament petit, alors m.E est w-semi-stable.
Si E = 7*F avec E fibré sur X and E est wa-stable, alors E is w-stable.

Si F est wq-stable et 7r*E est w-semi-stable, alors Ve €]0, 1], E est Weq-Stable.
Si m.E est stable, alors E est w,-stable pour tout o € R} suffisamment petit.

3.4 Espace de modules sur P, et éclatements

Comme on le sait, apres un nombre suffisant d’éclatements, une surface rationnelle
est biholomorphe & un éclatement de P, et ainsi la classification des fibrés stables sur une
surface rationnelle se réduit au probleme de la classification des fibrés sur les éclatements de
Py avec des contraintes de trivialité sur certaines composantes du diviseur exceptionnel. Il
est donc naturel de s’intéresser a I’espace de modules sur P, dans le cadre de notre travail.

Comme on peut le voir dans le livre d’Okonek (chapitre 2, paragraphe 4.3 p :355 [18])
I’espace des modules de fibrés stables de rang 2 avec ¢; = 0 et ¢ = 2 est isomorphe a
'espace projectivisé des matrices symétriques de dimension 3 (qui est lui méme isomorphe
a P5) privé de I'hypersurface constituée des matrices symétriques de déterminant nul. Nous
allons déterminer dans la suite ce que devient par éclatement 7 : E — Py en un point p, cet
espace de modules en utilisant le travail de Buchdahl.

Commencons par préciser les notations. Soit L., une courbe rationnelle avec auto-intersection
+1 dans Py qui ne coupe pas le diviseur exceptionnel. A 1’éclatement, correspond bien str
une courbe rationnelle £ d’auto-intersection négative et les classes {[Le], [F1]} forment une
base de H°(P,, Z). Soit de plus {h, e} une base duale, de sorte que [E;] = qi1e.

La stabilité sur ﬁg est par rapport a une métrique de la forme w., = 7w + cap avec
w = 5=FS sur P, (avec F'S métrique de Fubini-Study), p une (1,1)-forme fermée égale &
%FS sur E; = 7 1(p), o une constante positive et ¢ > 0 suffisamment petit en fonction

2

des classes de Chern. D’apres la proposition 3.5 de [5], si o < % alors tout fibré E (de

rang 2 avec ¢; = 0, ¢ = 2) qui est w, stable est aussi w,, stable pour o < f et T, F est

aussi semi-stable et ces conditions de stabilité se traduisent par HO(P,, E) = 0 = H2(Py, E).
Par Riemann-Roch, on a donc que Hl(IF’Q,E) = 0 et E se scinde sur £y en O & O ou
O(—1) ® O(+1). Le méme article précise que dans ces conditions, on peut décrire le fibré
E(0,1) := F ® O(e) comme la cohomologie d’une monade sur P, de la forme :

0 K(-1,0)® K(—1,—¢) 3 W & L(1,0) = 0 (M)
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avec les mémes abus de notation et K, W, L des espaces vectoriels. L’espace de modules de
weq-fibrés stables est donc identifié avec Iespace des applications (A, B) telles que BA = 0,
avec A(z) injective et B(z) surjective pour tout z € Py et le fait que E soit stable modulo
le groupe des automorphismes de la monade. Fixons des coordonnées 2% = (2°, 2!, 2%) € P,
telles que Lo, = {22 = 0} et le point p = {p®} = (p#,1), A = 0,1. Comme dans “Stable 2
bundles on Hirzebruch surface” [1], on peut supposer que E est trivial sur L., ce qui avec
(M) permet de trouver une base pour L et W dans lesquelles peuvent étre exprimées les
matrices A et B et la question de stabilité se traduit sur les coefficients matriciels et en
appliquant les résultat du meme article via le paragraphe 4,

Proposition 3.7 Soit My = P(C%) l’espace des matrices symétriques 3 x 3,

Sp = {v® € M| det(v®) = 0} et pour v* # 0, P (v®) = {[v° (wb)T jwb € (C*)7}.

St a > 0, alors pour £ suffisamment petit, le module des fibrés stables de rang 2 avec ¢; = 0,
cy = 2 est isomorphe a M\ (51 U ﬁ(p‘ﬂ) avec My Uéclaté de M le long de la transformée

propre ﬁ(p“) de P(p®) dans My et Sy la transformée propre de S.

Question : Généralisation au cas d’un éclatement en n points distincts.
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4 Annexe

Nous donnons ici quelques résultats techniques ainsi que des rappels de théorie de la
mesure.
— Dimension de Hausdorff :
Soit A un sous-ensemble de (X, d).espace métrique. Soit B.(A) I’ensemble des recou-
vrements dénombrables (By,)r>1 de A par des boules By, de diametre inférieur a . Pour
d > 0, soit

HY(A) = Bi:g) (Z diam(Bk)d>

k>1

Mais ¢ — HZ(A) est décroissante sur RY et c’est une mesure extérieure.
HY(A) = lirrOLHEd(A) est une mesure extérieure appelée mesure de Haudorff de dimen-
E—>

sion d. On peut montrer que si A est Lebesgue mesurable et X = R", alors H"(A) est
juste la mesure de Lebesgue de A. Des lors, si d > n et si A est un ensemble borné,
alors H%(A) = 0. On définit la dimension de Hausdorff de I'ensemble borné A par :

dim(A) =inf {d>0: H'(A) =0} € [0,n]

Si d> dim(A), HY(A) =0 et si d < dim(A) alors H(A) = +oc0.

— On appelle mesure de radon sur X espace métrique localement compact, toute forme
linéaire continue sur C.(X, K).
Lemme de Fatou : soit pour tout n, f, : X — [0, +0oc] une fonction mesurable. Alors
on a

/ liminf f,dp < lirninf/ fndp
X X

— Absolue continuité : v < pusi VA € M, u(A) = 0 = v(A) = 0. On dit que v a une
densité par rapport a p si v(A) = [, fdu avec f mesurable positive. Le théoreme de
Radon-Nikodym a pour objet d’établir une réciproque a cette construction : si v < y,
v a-t-elle nécessairement une densité par rapport a 7 Dans le cas général, la réponse
est non.

— Théoreme de Radon-Nikodym dans le cas d’'une mesure de référence p finie. Soient p
et v deux mesures finies sur un espace mesurable (X, 91). Alors,
v<p] e 3f €Ly, (n):VAeM, v(A) = [, fduet f est unique a une égalité u-p.p.
pres|.

— Rappelons I'inégalité de Sobolev-Poincaré : p* = n”—z) > p étant ’exposant de Sobolev,

1/p 1/p
(/ lu — uR|p*dx> < ¢e(n,p) (/ | Du|Pdx + R”/ lu — uR|pdx>
Bgr Br Br
1/p
c(n,p) (/ |Du|pdx>
Br
avec up 1= fBR udz.

— Technique de l'itération de Moser : o
Soit u une solution de [ a®(z)DyuDgpdz < 0 pour tout ¢ € H?(Q) =Clet Q C R"

IN
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avec a® € L*°(Q) et I'on veut montrer que

1/2
sup u(z) <" (/ u2dx>
IGBR/Q BR

On utilise une fonction test ¢ = (u™)?n? avec u* = max(u,0) et  une fonction “cut-

off”.
Définition 4.0.1 n vérifie les propriétés suivantes :
a) n € CP(Bg)
b)0<n<letn=1surB,C Bgp CC.
&) 1Dn] < 72

On suppose tout d’abord que u > 0. Alors,

p/ aaﬁDauDguu”IUQda:wL/ a® DouuPnDndz < 0

r

/ | Du|*uP~'n*dx < ]Ej/ |Du|up74upTHn|Dn|dx
Br

Bgr

/ | Du|*uP~'n*dx < %/ uPt| Dn|?dx
Br p Bgr

Comme |Du”> |2 = (’%1)2 uP~!|Dul? donc on obtient

1\ 2
/ |DupT+l|2772dx <c <Z%> uP ™| Dn|?dx
Br

et comme - »
|D(nu™>")Pdz < ¢[Du™>" Pn? +uP [ D)

o +1\°
/ |Du”™> |dz < c|1+ (p_) / uPt| Dn|?dx
Bgr 2 Br
1
< clp+1)? <1+—2>/ uPt | Dn)?dx
p Bgr

On utilise maintenant les inégalités de Sobolev et les propriétés de n :

pi1 \ % i 2 1 1 p+1
(Uzn) dx Sc(p+1) 1+? W BRU dx

Posons A = 2*/2 = 5 et g :=p+ 1 > 2 alors

1/x . )
/ wMdx < c(+7q)2/ widz
B, (R—p) Br
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v

Maintenant nous choisissons : ¢; 1= 2\* = A\gi_1 (o =2) et R; := 2+ Qﬁl (Ry = R) . Alors,

(/.

1.

_1 1
A1 A\
udi+tdy — / u/\th dx
BRi+1

; k
{ c(1+qk)2 1/ ) 1/2
< H |:2—2(27+1)R2 /;Ru dx

k=0

i+1

) 5 T1/AF
et [Th—o [%] = exp (ZZO:O 7 log (c’ 2(:“_‘]’1“})%)) = exp(c’ —nlog(R)). Des lors, pour

tout k,
1/qx 1/2
/ uldx < ( / u2dx>
BRk: Br
et donc :
1/2
sup u(z) <" (/ u2dx>
TEBR/2 Br
cqfd. ®
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