
A propos des op�erateurs hyper
y
liques

23/06/98

Dans toute la suite (E; d) d�esignera un C -espa
e ve
toriel m�etrique 
omplet

et s�eparable, 
'est �a dire un espa
e dans lequel il existe une partie S d�enombrable

dense. On 
onsid�ere un endomorphisme 
ontinu A de E. A est dit 
y
lique

s'il existe x 2 E tel que Ve
t(A

n

x; n 2 N) soit dense dans E ; x est alors appel�e

ve
teur 
y
lique: Dans l'�etude qui suit, on s'int�eresse �a de nombreux endomorphismes

-ou op�erateurs- poss�edant une forme de 
y
li
it�e bien plus forte : l'hyper
y
li
it�e. On

note par ailleurs B(x; r) la boule ouverte de 
entre x et de rayon r, Orb(x;A) l'orbite

de x sous l'appli
ation A; et C [Z℄ l'espa
e des polynômes �a 
oeÆ
ients 
omplexes.

L'objet de 
ette premi�ere partie est d'�etudier quelques 
ara
t�eristiques des op�erateurs

hyper
y
liques. On va montrer, entre autres, qu'il n'y a pas d'op�erateurs d'un espa
e

ve
toriel de dimension �nie dans lui-même qui soit hyper
y
lique. On expli
itera des ex-

emples d'endomorphismes 
ontinus ayant des orbites denses dans le 
as de la dimension

in�nie en d�emontrant notamment le th�eor�eme de Ma
 Lane et le th�eor�eme de Birkho�.

1. D�e
ouverte de l'hyper
y
li
it�e

D�e�nition 1.1. Un point x est dit hyper
y
lique pour A lorsque l'orbite fA

n

x j n 2 Ng est

dense dans E. L'ensemble des points hyper
y
liques pour A est not�e HC(A) et 
et ensemble

est soit vide soit dense dans E. Dans 
e dernier 
as, l'op�erateur A est dit hyper
y
lique.

Lemme 1.1. Si A est un endomorphisme hyper
y
lique, alors pour tout �2C , A � �Id

est d'image dense:

I Il suÆt de montrer que HC(A) � Im(A� �Id). Soit x est un ve
teur hyper
y-


lique pour A. Alors 8n > 1, A

n

x =

n

P

k=1

C

k

n

�

n�k

(A � �Id)

k

x+ �

n

x = g

n

x+ �

n

x

ave
 g

n

x 2 Im(A � �Id): Or l'orbite Orb(x;A) est dense dans E; don
 il existe

une suite extraite

�

A

�(n)

�

n2N

telle que lim

n!+1

A

�(n)

x = 2x (on 
hoisit A

�(n+1)

x

dans Orb(x;A)nfx;Ax; :::; A

�(n)

xg qui est dense). D�es lors trois 
as se pr�esentent.

Si j�j < 1; on obtient 2x = lim

n!+1

g

�(n)

x; si j�j = 1, il existe une suite extraite



�

�

�Æ (n)

�

n2N


onvergeant vers � tel que j�j = 1 et ainsi (2��)x = lim

n!+1

g

�Æ (n)

x;

si j�j > 1 alors, en divisant, x = � lim

n!+1

g

�(n)

x

�

�(n)

: Dans tous les 
as, x 2 Im(A� �Id):

�

Lemme 1.2. Si E est de dimension �nie, alors HC(A) = ;

I A admet au moins une valeur propre � 2 C , et Im(A� �Id) =Im(A��Id) puisque

l'on est en dimension �nie, ave
 Im(A��Id) 6= E: Ce
i 
ontredit le lemme. Don


A ne peut être hyper
y
lique. �

Le th�eor�eme qui suit �etablit une 
ondition suÆsante d'hyper
y
li
it�e pour un op�erateur


ontinu. On en verra plusieurs appli
ations par la suite.

Th�eor�eme 1.1. Crit�ere de Kita�� (1982).

Soit A est op�erateur 
ontinu tel qu'il existe deux parties X et Y denses dans E, et une

appli
ation B (non n�e
essairement 
ontinue) de Y dans Y , v�eri�ant:

(H)

8

>

<

>

:

AB = Id

Y

8x 2 X, A

n

(x) �!

n!+1

0

8y 2 Y , B

n

(y) �!

n!+1

0

alors A est hyper
y
lique.

I Soit S un ensemble d�enombrable dense dans E: Montrons tout d'abord que I

A

�

HC(A); ave


I

A

=

\

(s;k)2S�N

�

I

s;k

o�u I

s;k

=

[

n2N

�

(A

n

)

�1

(B(s; 1=k))

Soient x 2 I

A

et y 2 E; " > 0. Il suÆt de montrer qu'il existe un entier n pour

lequel d(A

n

x; y) < ": Or la densit�e de S assure qu'on peut trouver s 2 S tel que

d(s; y) <

"

2

et on 
hoisit alors k tel que

1

k

<

"

2

: On sait qu'il existe n entier tel

que d(A

n

x; s) < 1=k et l'in�egalit�e triangulaire permet d'obtenir l'in
lusion. Par

ailleurs, la 
ontinuit�e de A assure que I

s;k

est ouvert. E �etant 
omplet, il est de

Baire (autrement dit, toute interse
tion d�enombrable d'ouverts denses dans E est

dense dans E). Ainsi, pour montrer que HC(A) est dense, il suÆt de montrer que

8s 2 S, 8k 2 N

�

; I

s;k

est dense dans E. Soient b 2 E, s 2 S, " > 0, k 2 N

�

; il

existe x 2 X et y 2 Y tels que d(x; b) <

"

2

et d(y; s) <

1

2k

. Posons �

n

= x+B

n

(y).

On a :

d(�

n

; b) 6 d(�

n

; x) + d(x; b) < d(x; x+B

n

(y)) +

"

2

d(A

n

(�

n

); s) = d(A

n

x+ y; s) < d(A

n

x+ y; y) +

1

2k

:
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Ce qui 
onduit, d'apr�es les deux derni�eres 
onditions de (H) et la 
ontinuit�e des lois

usuelles sur un espa
e ve
toriel m�etrique, �a l'existen
e dem

o

2 N tel que 8m > m

o

;

d(�

m

; b) < " et d(A

m

(�

m

); s) < 1=k: D'o�u 8m > m

o

, �

m

2 I

s;k

\B(b; ") 6= ;; d'o�u

l'on d�eduit que I

s;k

est dense dans E, et le r�esultat. �

On appelle H(C ) l'espa
e des appli
ations enti�eres sur C , 
'est �a dire des appli
ations

de C vers C qui sont somme d'une s�erie enti�ere. H(C ) muni de la distan
e d(f; g) =

1

P

n=0

2

�n

S

n

1+S

n

; ave
 S

n

= sup

B(O;n)

j(f � g)j est 
omplet:V�eri�ons qu'il s'agit d'un espa
e

s�eparable. On a d(f

p

; f) !

p!+1

0 () 8K > 0; sup

jzj�K

jf

p

(z) � f(z)j !

p!+1

0; don
 la


onvergen
e normale sur tout 
ompa
t des polynômes de Taylor de f vers f montre

que l'espa
e des polynômes 
omplexes est dense dans H(C ) pour 
ette topologie. Si

l'on 
onsid�ere les polynômes 
omplexes �a 
oeÆ
ients dans Q [i℄, on obtient une famille

d�enombrable dense dans H(C ) qui est bien s�eparable.

Th�eor�eme 1.2. Th�eor�eme de Ma
 Lane (1952).

L'op�erateur 
ontinu A de d�erivation sur H(C ) est hyper
y
lique.

I A est 
ontinu grâ
e aux formules de Cau
hy et plus pr�e
is�ement par le fait que

8f 2 H(C ); f

0

(z) =

1

2�

R

2�

0

f(z+e

i�

)e

�i�

d�: Prenons X = Y = C [Z℄ et 
onsid�erons

B l'op�erateur asso
iant �a un polynôme son unique primitive nulle en 0;qui v�eri�e

AB = Id

Y

. Si P 2 X, A

n

(P ) = 0 pour n > deg(P ). Par ailleurs, 8p 2 N, on a

B

n

(Z

p

) =

p!

(p+n)!

Z

p+n

; don


sup

jzj�K

jB

n

(Z

p

)(z)j =

p!K

p+n

(p+ n)!

�!

n!1

0

Ainsi B

n

(Z

p

) tend vers 0 uniform�ement sur toute boule, 
e qui signi�e que B

n

(Z

p

)

tend vers 0 pour la m�etrique d. Le r�esultat s'�etend imm�ediatement �a tout polynôme

de Y; le 
rit�ere de Kita�� permettant de 
on
lure. �

Th�eor�eme 1.3. Th�eor�eme de Birkho� (1929).

�

1

: (z 7! f(z)) 7�! (z 7! f(z + 1)) ; translation de ve
teur 1 sur H(C ); est hyper
y
lique.

I En e�et, soit X = ff jf(z) = e

�z

P (z); P 2 C [Z℄g et Y = ff jf(z) = e

z

P (z); P 2

C [Z℄g et soitB d�e�nie par 8f 2 H(C ) B(f) = z 7�! f(z�1). V�eri�ons la densit�e de

X et de Y . Il est simple de voir que si (P

n

)

n2N

est une suite de polynômes tendant

uniform�ement vers z 7�! e

z

f(z) sur tout 
ompa
t, alors la suite d'�el�ements de X:

(z 7�! e

�z

P

n

(z))

n2N

tend uniform�ement sur tout 
ompa
t vers f . De même pour

Y . Par ailleurs, 8K > 0, 8z tel que jzj < K, 8P 2 C [Z℄, P (z+n)e

�(n+z)

!

n!+1

0:

Ave
 le 
rit�ere de Kita�� on 
on
lut. �
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Voi
i un th�eor�eme r�e
ent plus g�en�eral grâ
e auquel on peut retrouver notamment les

deux r�esultats pr�e
�edents.

Th�eor�eme 1.4. Soit � 2 C , et �

�

la translation de ve
teur � : 8f 2 H(C );8z 2

C ; �

�

(f(z)) = f(z + �). Alors tout endomorphisme 
ontinu, autre qu'une homoth�etie, qui


ommute ave
 �

�

(8� 2 C ) est hyper
y
lique.

2. Hyper
y
li
it�e synonyme de 
haos ?

Nous allons examiner le lien entre hyper
y
li
it�e et 
haos au sens de Devaney. Donnons

quelques d�e�nitions g�en�erales dans le 
as o�u f est une appli
ation quel
onque d'un espa
e

m�etrique.

D�e�nition 2.1. f : E ! E est dite topologiquement transitive si 8U; V � E, U et V

ouverts, 9 k 2 N

�

tel que f

k

(U) \ V 6= ;:

Il est �evident que si une appli
ation f poss�ede une orbite dense dans E, alors elle

est topologiquement transitive.

D�e�nition 2.2. f : E ! E pr�esente une sensibilit�e aux 
onditions initiales si 9Æ > 0 tel

que, 8x 2 E, 8U voisinage de x, 9 y 2 U et 9n 2 N tel que d(f

n

(x); f

n

(y)) > Æ:

f est sensible aux 
onditions initiales s'il existe des points arbitrairement pro
hes

de x donn�e et qui seront ensuite "�eloign�es" d'au moins Æ quand on it�ere f . D�es lors, on

aboutit �a l'une des d�e�nitions du 
haos :

D�e�nition 2.3. Une appli
ation f : E ! E est 
haotique si les trois propri�et�es suivantes

sont v�eri��ees :

(1) Les points p�eriodiques sont denses dans E.

(2) f est topologiquement transitive.

(3) f pr�esente une sensibilit�e aux 
onditions initiales .

Pour r�esumer, un syst�eme dynamique 
haotique poss�ede des �el�ements de r�egularit�e (1),

il n'est pas d�e
omposable en deux syst�emes ind�ependants (2) et il est aussi impr�evisible

puisque son 
omportement d�epend des 
onditions initales (3). Supposons �a pr�esent que

E est un espa
e ve
toriel m�etrique 
omplet et s�eparable.

Proposition 2.1. Soit A un op�erateur 
ontinu sur E. A est topologiquement transitif si

et seulement si A est hyper
y
lique.
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I Dans un sens, 
'est �evident. R�e
iproquement, soit A topologiquement transitif.

Alors \

(s;k)2S�N

�

I

s;k

� HC(A) ave
 les notations de la premi�ere partie. Soient

(s; k) 2 S � N

�

, b 2 E, " > 0, alors par transitivit�e topologique, 9j 2 N

�

tel que

B(s; 1=k) \ A

j

(B(b; ")) 6= ;; don
 9x 2 (A

j

)

�1

(B(s; 1=k) \ B(b; "); 
e qui prouve

que I

s;k

est dense, d'o�u par le th�eor�eme de Baire, la densit�e de HC(A) puisque

I

s;k

est aussi ouvert. �

Proposition 2.2. Soit A un op�erateur 
ontinu hyper
y
lique sur E. Alors A pr�esente une

sensibilit�e aux 
onditions initiales.

I Soit x 2 E et U voisinage de x: Posons � = x+HC(A). � �etant dense, il existe

y 2 �\U: Alors y�x est hyper
y
lique pour A, don
 l'ensemble fA

n

x�A

n

y; n 2

Ng est dense dans E 
e qui prouve le r�esultat. �

Th�eor�eme 2.1. Th�eor�eme de Rolewi
z (1969).

On 
onsid�ere (E; d) = (`

2

; jj:jj

2

): Alors l'endomorphisme 
ontinu A qui �a e

i

asso
ie �e

i�1

si

i � 1 et 0 sinon, o�u (e

i

)

i2N

d�esigne la base hilbertienne 
anonique de `

2

et � un 
omplexe

de module stri
tement sup�erieur �a 1; est hyper
y
lique et 
haotique.

I Prenons, a�n d'appliquer le 
rit�ere de Kita��, pourX l'ensemble des suites �a valeurs


omplexes �a support �ni et pour Y , l'ensemble E. X et Y sont des parties denses

de E. D�es lors, si on prend pour B l'endomorphisme tel que B(e

i

) =

e

i+1

�

; la

relation kB

n

(x)k

2

=

kxk

2

j�j

n

montre que le 
rit�ere de Kita�� s'applique; A est bien

hyper
y
lique. Soit par ailleurs u =

P

u

n

e

n

2 `

2

: 8" > 0 9N

o

2 N; tel que

8N � N

o

;













u�

N

P

i=0

u

i

e

i













2

< " D�e�nissons v

N

2 `

2

par

v

N

=

�

u

o

; :::; u

N

;

u

o

�

N+1

; :::;

u

N

�

N+1

;

u

o

�

2(N+1)

; :::

�

On a A

N

(v

N

) = v

N

; don
 v

N

est un point p�eriodique pour A.

En�n, kv

N

� uk

2

6 " +

�

N

P

i=0

ju

i

j

2

j�j

2(N+1)

�

1

P

k=0

1

j�

2(N+1)

j

k

��

1=2

6 "+

jjujj

2

p

j�j

2(N+1)

�1

6 2"

pour N assez grand. D'o�u la densit�e des points p�eriodiques de A et le r�esultat. �

Remarque 2.1. Pour j�j 6 1; on a kA

n

xk

2

6 j�j

n

kxk

2

6 kxk

2

; ainsi au
une orbite ne

peut être dense et HC(A) = ;:

Th�eor�eme 2.2. Si A est un op�erateur 
ontinu sur H(C ) qui ne soit pas une homoth�etie

et qui 
ommute ave
 n'importe quelle translation, alors A est 
haotique.

Tous les op�erateurs 
ontinus hyper
y
liques sont-ils 
haotiques ? Nous allons mettre en

�eviden
e un 
ontre-exemple.

5



D�e�nition 2.4. Soit � = (�(n))

n2N

une suite stri
tement positive et d�e
roissante de

r�eels. On appelle `

2

(�) l'espa
e ve
toriel des suites (u

n

)

n2N

telles que

�

ju

n

j

2

�(n)

�

n2N

soit sommable. Muni de la norme jjujj

�

=

p

P

1

n=0

ju

n

j

2

�(n); on peut montrer que 
et

espa
e est un Hilbert. Si �(n) = 1, on retrouve l'espa
e `

2


lassique. Par ailleurs,


onsid�erons maintenant le "ba
kward shift" A, d�e�ni sur la base hilbertienne (e

i

)

i2N

par A(e

i

) = e

i�1

si i > 1 et 0 sinon. Notons que pour que A soit 
ontinu sur `

2

(�), il

faut et il suÆt que sup

n2N

�(n)

�(n+1)

= � < +1 et dans 
e 
as A est de norme �:

Proposition 2.3. Supposons A 
ontinu sur `

2

(�). Alors A est hyper
y
lique si et seule-

ment si �(n) �!

n!1

0:

I L'espa
e des suites presque nulles `

2

o

(�) est dense dans `

2

(�) et pour toute suite

v de `

2

o

(�), il existe n 2 N tel que A

n

(v) = 0: Toujours pour appliquer le 
rit�ere

de Kita��, 
onsid�erons le "forward shift" B tel que B(e

i

) = e

i+1

. On a AB = Id

sur `

2

o

(�). Si �(n)! 0 on a 8v 2 `

2

o

(�); B

n

(v) ! 0. R�e
iproquement, raisonnons

par l'absurde en supposant que inf

k

�(k) > 0; on a alors 8k 2 N

�

; jjjA

k

jjj = sup

n2N

�(n)

�(n+k)

6

�(0)

inf

k2N

�(k)

; don
 l'orbite de 
haque ve
teur de `

2

(�) est un ensemble born�e.

�

Th�eor�eme 2.3. On suppose � v�eri�e les hypoth�eses de la pr�e
�edente d�e�nition, �(n) �!

n!+1

0, et que A est 
ontinu. Alors les assertions suivantes pour A 2 `

2

(�) sont �equivalentes :

(a) A poss�ede un point p�eriodique di��erent de 0.

(b)

1

P

n=0

�(n) < +1

(
) A est 
haotique.

I (a)) (b) . En e�et si A admet un point p�eriodique autre que 0, alors ils existent

v = (v

n

)

n2N

2 `

2

(�); N 2 N

�

, m 2 N tels que A

N

(v) = v et v

m

6= 0: D�es lors, il

apparâ�t que la suite v est p�eriodique, de p�eriode N , et alors, 8k 2 [j0; N � 1j℄; on

a :

jv(m)j

2

1

X

r=1

�(m� k + rN) =

1

X

r=1

jv(m+ rN)j

2

�(m� k + rN)

6

1

X

n=k

jv(n)j

2

�(n� k) =










A

k

v










2

�

< +1

et 
e
i prouve que, 8k 2 [j0; N � 1j℄;

1

X

r=0

�(m� k + rN) < +1

D�es lors � est sommable 
omme somme �nie de suites sommables; d'o�u (a)) (b):
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I (b) ) (
) . Puisque �(n) !

n!+1

0; A hyper
y
lique pr�esente une sensibilit�e

aux 
onditions initiales. Il suÆt de montrer qu'il existe un ensemble de points

p�eriodiques pour A qui soit dense. Mais � sommable assure que 8! 2 C tel que

j!j 6 1 ,

k

!

= (!

n

)

n2N

2 `

2

(�)

Evidemment, k

!

est ve
teur propre de A pour la valeur propre ! et don
, k

!

est un

point p�eriodique deA si ! est ra
ine de l'unit�e. Mais 
 =Ve
tfk

!

; ! ra
ine de l'unit�eg

est dense dans `

2

(�). En e�et, soit u 2 `

2

(�) orthogonale �a k

!

pour tout ! ra
ine

de l'unit�e. Alors, 8! 2 C ; tel que j!j 6 1; posons:

F (!) = (k

!

j u) =

1

X

n=0

u(n)�(n)!

n

F est don
 une s�erie enti�ere de rayon de 
onvergen
e sup�erieur ou �egal �a 1, et

de par l'in�egalit�e de Cau
hy-S
hwarz, F est 
ontinue sur le disque unit�e. Mais


omme u 2 `

2

(�) orthogonale �a k

!

pour toute ra
ine de l'unit�e, F est nulle sur le


er
le unit�e. Ainsi, d'apr�es les formules de Cau
hy; 8n 2 N; u

n

�(n) = 0: Puisque

�(n) > 0; u = 0; 


?

= f0g; 
e qui prouve la densit�e de 
 et par 
ons�equent le

r�esultat.

I (
)) (a) . Induit par la d�e�nition 2.3. Le th�eor�eme est a
quis. �

D�es lors (b) ave
 �(n) =

1

n+1

permet de d�eduire A peut ne pas être 
haotique:

3. Puissan
es des op�erateurs hyper
y
liques

On se pose d�esormais la question suivante : si A est un op�erateur hyper
y
lique, qu'en

est-il de A

n

?

Proposition 3.1. Soient A op�erateur hyper
y
lique et x ve
teur hyper
y
lique pour A.

V = fP (A)x, P 2 C [Z℄g est un sous-espa
e ve
toriel dense dans E, stable par A; et tout

ve
teur non nul de V est hyper
y
lique pour l'op�erateur A.

I La seule 
hose non �evidente est l'hyper
y
li
it�e des ve
teurs non nuls de V . Mais,

on peut remarquer que pour tout polynôme P , Orb(P (A)x;A) = P (A) (Orb(x;A))

puisque A et P (A) 
ommutent. Si P (A) est d'image dense dans E, alors on ob-

tiendra la densit�e de Orb(P (A)x;A); mais P (A) est 
onstitu�e d'un produit de

fa
teurs de la forme A� �Id, qui sont d'image dense par le lemme de la premi�ere

partie. D'o�u le r�esultat. �

Th�eor�eme 3.1. Si A est hyper
y
lique alors A

n

est hyper
y
lique.

7



I Soit x un ve
teur hyper
y
lique pour A: D'apr�es la proposition pr�e
�edente, 8y 2

V = fP (A)x; P 2 C [Z℄g, y 6= 0; on a Orb(y;A) dense dans V . Pour toute partie


 de V; on notera

b


 son adh�eren
e relative �a V: Posons W = Orb(x;A

n

). Il suÆt

de prouver que




W = V; 
e qui nous permettra alors d'aÆrmer que Orb(x;A

n

) est

dense dans E et A

n

hyper
y
lique. Posons 8k 2 [j1; n � 1j℄;

W

k

=

[

0�i

1

<���<i

k

�n�1

�

\

A

i

1

(W ) \ � � � \

\

A

i

k

(W )

�

Nous remarquons tout d'abord que W

k

est ferm�e dans V , 
omme r�eunion �nie

d'interse
tion de ferm�es, puis que W

n

� W

n�1

� � � � � W

1

: Par ailleurs, W

1

=

\

A

0

(W ) [ � � � [

\

A

n�1

(W ) = V (
ar A

0

(W ) [ � � � [ A

n�1

(W ) = Orb(x;A)) et l'on

a W

n

=

\

A

0

(W ) \ � � � \

\

A

n�1

(W ) �




W: On va prouver que W

n

= V; 
ar alors,

imm�ediatement,




W = V:

A 
ette �n, nous allons montrer que si nous supposons que 9k 2 [j1; n�1j℄ tel que

W

k

= V alors W

k+1

= V: On fait l'observation suivante : 8l 2 [j1; n � 1j℄, A(W

l

)

�W

l

; par
e que si l'on se donne 0 6 i

1

< ::: < i

l

6 n� 1; alors

A

�

\

A

i

1

(W ) \ � � � \

\

A

i

l

(W )

�

�

\

A

i

1

+1

(W ) \ � � � \

\

A

i

l

+1

(W )

et il existe un l-uplet 0 � j

1

< ::: < j

l

� n� 1 tel que

\

A

i

1

+1

(W ) \ � � � \

\

A

i

l

+1

(W ) =

\

A

j

1

(W ) \ � � � \

\

A

j

l

(W )

et

\

A

j

1

(W )\� � �\

\

A

j

l

(W ) �W

l

, d'o�u A(W

l

) �W

l

: Par 
ons�equent W

k+1

est stable

par A et, 
omme V ne 
ontient que des ve
teurs hyper
y
liques et le ve
teur nul;

si l'on suppose W

k+1

6= V; on obtient W

k+1

= f0g ou bien W

k+1

= ;: On va alors

montrer qu'une telle hypoth�ese aboutit �a une 
ontradi
tion. Consid�erons en e�et

(i

1

; :::; i

k

) 6= (j

1

; :::; j

k

). Vu la d�e�nition de W

k+1

,

�

\

A

i

1

(W ) \ � � � \

\

A

i

k

(W )

�

\

�

\

A

j

1

(W ) \ � � � \

\

A

j

k

(W )

�

�W

k+1

don


�

\

A

i

1

(W ) \ � � � \

\

A

i

k

(W )nf0g

�

\

�

\

A

j

1

(W ) \ � � � \

\

A

j

k

(W )nf0g

�

�W

k+1

nf0g = ;:

Ce
i induit que W

k

nf0g = V n f0g est une r�eunion �nie de ferm�es relatifs �a V nf0g

qui sont disjoints. V �etant un espa
e ve
toriel de dimension in�nie, W

k

nf0g est


onnexe, et don
 l'un des ferm�es qui 
onstruit W

k

nf0g est �egal �a W

k

nf0g pendant

que tous les autres sont vides. Notons-le

\

A

i

1

(W ) \ � � � \

\

A

i

k

(W )nf0g: Mais alors,


omme on a d�ej�a vu plus haut, 9fj

1

; :::; j

k

g 6= fi

1

; :::; i

k

g tel que

A(W

k

nf0g) �

\

A

j

1

(W ) \ � � � \

\

A

j

k

(W )nf0g = ;
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soit

A (V nf0g) = ;

et 
e
i est impossible 
ar Ax 2 A(V nf0g); d'o�u la 
ontradi
tion. Par 
ons�equent,

du fait que W

1

= V , on a V =W

2

=W

3

= � � � =W

n

. �

Corollaire 3.1. Si A op�erateur 
haotique, alors A

n

est aussi 
haotique.

I Evident de par le dernier th�eor�eme et le fait que A et A

n

ont même ensemble de

points p�eriodiques. �

4. Le prin
ipe d'universalit�e

Il s'agit de g�en�eraliser le 
on
ept d'hyper
y
li
it�e en utilisant des suites d'op�erateurs.

Le 
on
ept en r�eultant, souvent appell�e "universalit�e" a �et�e longtemps �etudi�e dans la

th�eorie de l'approximation par les s�eries de Fourier et en analyse 
omplexe. Soit (T

n

)

n2N

une suite d'endomorphismes 
ontinus sur X espa
e m�etrique 
omplet et s�eparable: On

dit alors que x 2 X est hyper
y
lique pout (T

n

) si l'ensemble fT

n

(x); n 2 Ng est dense

dans X. Si un tel ve
teur existe, alors la suite (T

n

)

n2N

est dite suite d'op�erateurs

hyper
y
lique. On obtient alors par exemple une g�en�eralisation du 
rit�ere de Kita�� :

Th�eor�eme 4.1. Soit (T

n

)

n2N

une suite d'op�erateurs sur X 
onvergeant simplement

vers 0 sur un sous-ensemble de X dense dans X: On suppose de plus qu'il existe Y sous-

ensemble dense dans X et une suite d'appli
ations (qui peuvent être non lin�eaires et

non 
ontinues) S

n

: Y ! Y telle que 8n; T

n

S

n

= I

d

sur Y et (S

n

) 
onverge simplement

vers 0 sur Y . Alors (T

n

) est hyper
y
lique.

D�e�nition 4.1. Plus g�en�eralement en
ore, on dit qu'une fon
tion enti�ere H(z) est

universelle, si elle repr�esente un ve
teur hyper
y
lique pour l'endomorphisme �

�

de

l'espa
e des appli
ations enti�eres H(C ). De mani�ere plus pr�e
ise, H est universelle si

8R > 0;8" > 0;8f 2 H(C );9� 2 C ; max

jzj�R

jH(z + �)� f(z)j < "

D�e�nition 4.2. Une fon
tion enti�ere A(z) =

1

P

n=0

A

n

z

n

est appel�ee fon
tion de 
om-

paraison si

8

>

>

<

>

>

:

8n 2 N; A

n

> 0

A

n+1

A

n

!

n!+1

0

�

A

n+1

A

n

�

n2N

est une suite d�e
roissante

En�n, une fon
tion enti�ere B(z) est dite A-
omparable s'il existe 
 2 R

�

+

tel que

jB(z)j = O(A(
jzj)) au voisinage de l'in�ni. La borne inf�erieure des 
 est appel�e le

9



type-A pour B et est not�e par �(B): En�n, [A; �℄ d�esigne la 
lasse de fon
tions enti�eres

qui sont 
omparables ave
 la fon
tion de 
omparaison A(z) et dont leur type est �:

Dans la th�eorie de l'information, on peut s'attendre �a transmettre des donn�ees sur

une appli
ation enti�ere f �a l'aide d'une suite de fon
tions (F

n

(z))

n

et pour 
ela, on

devra 
onnâ�tre les 
oeÆ
ients (a

1

; :::; a

n

) tels que

max

jzj�R

ja

1

F

1

(z) + :::+ a

n

F

n

(z)� f(z)j < "

En utilisant des fon
tions universelles, on peut, en prin
ipe, envoyer juste un seul

nombre, � 2 C , pour lequel

max

jzj�R

jH(z + �)� f(z)j < " (�)

Ce
i est l'objet du pro
hain th�eor�eme.

Th�eor�eme 4.2. Quelquesoit � 2 R

�

+

; et pour toute fon
tion de 
omparaison A(z) dans

[A; �℄; il existe une fon
tion universelle qui v�eri�e (�).

I On peut tout d'abord montrer qu'il existe (N

n

(A; �))

n

tels que si 8n; jz

n

j >

N

n

(A; �) alors la fon
tion

1

Q

j=1

�

1�

z

z

j

�

est une appli
ation enti�ere et appartient �a [A; �℄.

Cela r�esulte du fait suivant: une 
ondition n�e
essaire et suÆante pour que B(z) =

1

P

n=0

B

n

z

n

soit 
omparable, de type-A valant � est que

inf

n

 

sup

p�n

�

�

�

�

B

n

A

n

�

�

�

�

1

n

!

= �

On 
hoisit ensuite une suite de polynômes P

n

v�eri�ant les propri�et�es suivantes :

(1) 8n 2 N

�

;deg(P

n

) � 1:

(2) 8n 2 N

�

; P

n

(0) 6= 0:

(3) 8n 2 N

�

;

n

P

i=1

deg(P

i

) > deg(P

n+1

):

(4) 8R > 0;8" > 0;8f 2 H(C );9n 2 N tel que max

jzj�R

jP

n

(z)� f(z)j < ":

(1) et (2) induisent que P

n

peut être repr�esent�e sous la forme :

P

n

(z) = C

n

L

n

Y

i=1

�

1�

z

z

i;n

�

; ave
 C

n

6= 0; L

n

� 1

10



Prenons maintenant deux suites ("

n

)

n

et (R

n

)

n

de r�eels positifs tels que "

n

!

n!1

0 et

R

n


roissante et divergeant vers l'in�ni. On peut alors montrer qu'il est possible de


onstruire une suite (�

n

)

n

de r�eels positifs tels que l'on ait:

(1') 8n 2 N

�

;8m 2 [j1; L

n

j℄;8p 2 N

�

; z

m+n

+ �

n

� �

p

6= 0:

(2') 8n 2 N

�

,8p 2 N

�

;8m 2 [j1;M

n

j℄; w

m;n

+ �

n

� �

p

6= 0 o�u M

n

et w

m;n

sont

d�e�nis par : 8n 2 N

�

;8m 2 [j1;M

n

j℄

M

1

= 0

M

2

= L

1

� L

2

;

M

n

= L

1

+ :::+ L

n�1

+M

2

+ :::+M

n�1

� L

n

et pour n � 3;

w

1;n

= � � � = w

M

n

;n

=

2

6

6

6

4

C

n

n�1

Y

k=1

L

k

Y

i=1

(�z

i;k

� �

k

)

n�1

Y

k=2

M

k

Y

i=1

(�w

i;k

� �

k

)

1

L

n

Q

i=1

z

i;n

3

7

7

7

5

1

M

n

ave


w

1;2

= � � � = w

M

2

;2

=

2

6

6

6

4

C

2

L

1

Y

k=1

(�z

k;1

� �

1

)

1

L

2

Q

i=1

z

i;2

3

7

7

7

5

1

M

2

Alors,

(3') 8n 2 N

�

;8m 2 [j1; L

n

j℄; jz

m;n

+ �

n

j > N

L

1

+:::+L

n�1

+M

2

+:::+M

n�1

+m

(A; �):

(4') 8n 2 N

�

;8m 2 [j1; L

n

j℄; jw

m;n

+ �

n

j > N

L

1

+:::+L

n�1

+M

2

+:::+M

n�1

+m

(A; �):

(5') 8n 2 N

�

; max

jzj�R

n

�

�

�

�

�

Q

k 6=n

L

k

Q

i=1

�

1�

z

z

i;k

+�

k

��

n

�

1

Q

k=2

M

k

Q

i=1

�

1�

z

w

i;k

+�

k

��

n

�

� 1

�

�

�

�

�

< "

n

(6') 8n 2 N

�

;

�

�

�

�

�

1

Q

k=n+1

L

k

Q

i=1

�

1�

�

n

z

i;k

+�

k

�

1

Q

k=n+1

M

k

Q

i=1

�

1�

�

n

w

i;k

+�

n

�

� 1

�

�

�

�

�

< "

n

:

(7') 8n 2 N

�

;

�

�

�

�

�

n

Q

k=1

L

k

Q

i=1

�

1�

�

n

z

i;k

+�

k

�

n

Q

k=2

M

k

Q

i=1

�

1�

�

n

w

i;k

+�

k

�

� C

n

�

�

�

�

�

< "

n

jC

n

j:

On va maintenant montrer que H(z) =

1

Q

k=1

L

k

Q

i=1

�

1�

z

z

i;k

+�

k

�

1

Q

k=2

M

k

Q

i=1

�

1�

z

w

i;k

+�

k

�

ap-

partient �a la 
lasse [A; �℄ et est universelle. Le fait que H appartienne �a la 
lasse [A; �℄
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est �evident d'apr�es (3'). Soit f 2 H(C ), on a d'apr�es (4) l'existen
e d'une suite 
roissante

(n

j

)

j

telle que :

max

jzj�R

jf(z)� P

n

j

(z)j !

n

j

!1

0

Montrons alors que :

max

jzj�R

jH(z + �

n

)� P

n

j

(z)j !

n

j

!1

0

Notons que si G(z) =

1

Q

i=1

�

1�

z

z

i

�

; alors :

G(z + �) = G(�)

1

Y

i=1

�

1�

z

z

i

� �

�

; 8i 2 N

�

� 6= z

i

:

Don
,

H(z + �

n

) =

"

1

Y

k=1

L

k

Y

i=1

�

1�

�

n

j

z

i;k

+ �

k

�

1

Y

k=2

M

k

Y

i=1

�

1�

�

n

j

w

i;k

+ �

k

�

#

L

n

j

Y

i=1

�

1�

z

z

i;n

j

�

�

2

4

Y

k 6=n

j

L

k

Y

i=1

�

1�

z

z

i;k

+ �

k

� �

n

j

�

1

Y

k=2

M

k

Y

i=1

�

1�

z

w

i;k

+ �

k

� �

n

j

�

3

5

:

Mais (6') et (7') prouvent que le premier 
ro
het est �egal �a C

n

j

(1+ �

n

j

) o�u j�

n

j

j !

n

j!1

0

et le dernier 
ro
het tend uniform�ement vers 1 pour jzj � R: Don
, 8R > 0

max

jzj�R

jH(z + �

n

j

)� P

n

j

(z)j !

n

j

!1

0


e qui prouve bien le th�eor�eme. �

Corollaire 4.1. Soit F : C

n

! C 
ontinue. Si 8z 2 C ;

F

�

H(z);H

0

(z); :::;H

(n�1)

(z)

�

= 0

o�u H est universelle alors F = 0:

I Puisque H est universelle, l'ensemble

�

H(z);H

0

(z); :::;H

(n�1)

(z)

�

est dense

dans C

n

: En d'autres termes, une fon
tion universelle ne peut-être solution d'une �equation

di��erentielle de la forme F (y; :::; y

(n�1)

) quelquesoit F 2 C

o

(C

n

; C ): �

L'importan
e de l'�etude des ve
teurs 
y
liques et hyper
y
liques d�erive de l'�etude des

sous-espa
es et des sous-ensembles stables. En e�et, l'espa
e engendr�e par l'orbite d'un

ve
teur par un op�erateur est le plus petit sous-espa
e stable 
ontenant 
e ve
teur.
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Ainsi, un op�erateur n'a pas de sous espa
es stables ferm�es non triviaux si et seule-

ment si 
haque ve
teur non nul est 
y
lique. De même, un op�erateur n'a pas de sous-

ensembles ferm�es stables non triviaux si et seulement si 
haque ve
teur non nul est

hyper
y
lique.

D�es lors se pose le probl�eme des "invariants": un endomorphisme d'un Bana
h

poss�ede-t-il toujours un ve
teur non 
y
lique (resp. non hyper
y
lique) non nul, 
'est �a

dire un sous-espa
e (resp. un sous-ensemble) ferm�e et invariant ? La r�eponse est non;

P.En
o (1987) et C.Read (1988) en ont apport�e des 
ontre-exemples. En revan
he, la


onje
ture demeure sur les espa
es de Hilbert s�eparables et fait l'objet d'a
tives re
her
hes

depuis 
es derni�eres ann�ees.
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