A propos des opérateurs hypercycliques
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Dans toute la suite (F,d) désignera un C-espace vectoriel métrique complet
et séparable, c’est & dire un espace dans lequel il existe une partie S dénombrable
dense. On considére un endomorphisme continu A de E. A est dit cyclique
s’il existe x € F tel que Vect(A"z,n € N) soit dense dans F ; x est alors appelé
vecteur cyclique. Dans 1’étude qui suit, on s’intéresse 4 de nombreux endomorphismes
-ou opérateurs- possedant une forme de cyclicité bien plus forte : [’hypercyclicité. On
note par ailleurs B(z,r) la boule ouverte de centre z et de rayon r, Orb(z, A) 'orbite
de z sous I'application A, et C[Z] I'espace des polynomes & coefficients complexes.

L’objet de cette premiere partie est d’étudier quelques caractéristiques des opérateurs
hypercycliques. On va montrer, entre autres, qu’il n’y a pas d’opérateurs d’un espace
vectoriel de dimension finie dans lui-méme qui soit hypercyclique. On explicitera des ex-
emples d’endomorphismes continus ayant des orbites denses dans le cas de la dimension
infinie en démontrant notamment le théoréme de Mac Lane et le théoréme de Birkhoff.

1. Découverte de I’hypercyclicité

Définition 1.1. Un point x est dit hypercyclique pour A lorsque I'orbite { A"x | n € N} est
dense dans E. L’ensemble des points hypercycliques pour A est noté HC(A) et cet ensemble
est soit vide soit dense dans E. Dans ce dernier cas, I'opérateur A est dit hypercyclique.

Lemme 1.1. Si A est un endomorphisme hypercyclique, alors pour tout A\eC, A — A\ld
est d’'image dense.

» Il suffit de montrer que HC(A) C Im(A — AId). Soit x est un vecteur hypercy-

n

clique pour A. Alors ¥n > 1, A%z = 3. CEA" F(A — Nd)*z + X'z = goz + Nz

k=1
avec gnr € Im(A — XId). Or I'orbite Orb(x, A) est dense dans E, donc il existe
une suite extraite (A¢(”)) telle que lim A%z = 2z (on choisit A?("+Dg
neN n—+o00

dans Orb(z, A)\{z, Az, ..., A?™z} qui est dense). Dés lors trois cas se présentent.
Si |A\| < 1, on obtient 2x = liT 9pm)T; si [A| = 1, il existe une suite extraite
n—-+0oo



¢ow(n)> - insi (2— e = T :
()\ en convergeant vers n tel que |n| =1 et ainsi (2—n)x ’I’LETOOg(bow(n)a:,
si|\| > 1 alors, en divisant, z = — lim 220 Dans tous les cas, € Im(A — AId).

n—-+00 Ag(m)
g

Lemme 1.2. Si E est de dimension finie, alors HC(A) = ()
» A admet au moins une valeur propre A € C, et Im(A — X\Id) =Im(A—M\Id) puisque
I'on est en dimension finie, avec Im(A — A\l d) # E. Ceci contredit le lemme. Donc
A ne peut étre hypercyclique. [

Le théoreme qui suit établit une condition suffisante d’hypercyclicité pour un opérateur
continu. On en verra plusieurs applications par la suite.

Théoréme 1.1. Critére de Kitai' (1982).
Soit A est opérateur continu tel qu’il existe deux parties X et Y denses dans E, et une
application B (non nécessairement continue) de Y dansY, vérifiant:

AB = Idy
(H) Vz e X, A (x) — 0

n—-+4o0o
Yy €Y, B"(y) njw 0

alors A est hypercyclique.

» Soit S un ensemble dénombrable dense dans E. Montrons tout d’abord que Iy C
HC(A), avec

IA = m Is,k ot Is,k = U (An)_l (B(Svl/k))

(s,k)ES XN neN

Soient . € I4 et y € E, ¢ > 0. Il suffit de montrer qu’il existe un entier n pour
lequel d(A™x,y) < €. Or la densité de S assure qu’on peut trouver s € S tel que
d(s,y) < 5 et on choisit alors k tel que % < 5. On sait qu’il existe n entier tel
que d(A™z,s) < 1/k et I'inégalité triangulaire permet d’obtenir I'inclusion. Par
ailleurs, la continuité de A assure que I}, est ouvert. E étant complet, il est de
Baire (autrement dit, toute intersection dénombrable d’ouverts denses dans E est
dense dans E). Ainsi, pour montrer que HC'(A) est dense, il suffit de montrer que
Vs € S, Vk € N*, I, est dense dans E. Soient b € E, s € S, ¢ >0, k € N* ; il
existe 1 € X ety € Y tels que d(z,b) < § et d(y, s) < 5. Posons p, = z+ B"(y).
On a: .

A(pa ) < d(pyy2) + () < dlax + B"(y)) +

1
d(A"(pn), 5) = d(A"z +y,5) < d(A"z +y,y) + .



Ce qui conduit, d’aprés les deux derniéres conditions de (H) et la continuité des lois
usuelles sur un espace vectoriel métrique, a I'existence de m,, € N tel que Ym > m,,
d(pm:b) < € et d(A™(p,,),s) < 1/k. Dot Vm > my, p,, € I NB(b,e) # 0, d’ou
I'on déduit que I}, est dense dans E, et le résultat. [

On appelle H(C) I'espace des applications entiéres sur C, c’est a dire des applications
de C vers C qui sont somme d’une série entiere. H(C) muni de la distance d(f,g) =

o0

2 lfg‘n’ avec S, = sup |(f — g)| est complet.Vérifions qu’il s’agit d’un espace
n=0 B(O,n)

séparable. On a d(f,, f) p~>_4>»oo 0 < VK > 0, |Zs|1£(|fp(z) — f(2)] IH—JFOO 0, donc la

convergence normale sur tout compact des polynoémes de Taylor de f vers f montre
que ’espace des polyndémes complexes est dense dans H(C) pour cette topologie. Si
Pon considere les polynémes complexes & coefficients dans Q[i], on obtient une famille
dénombrable dense dans H(C) qui est bien séparable.

Théoréme 1.2. Théoréme de Mac Lane (1952).
L’opérateur continu A de dérivation sur H(C) est hypercyclique.
» A est continu grace aux formules de Cauchy et plus précisément par le fait que
Vf e H(C), f'(z) = o= 0277 f(z+e)edph. Prenons X =Y = C[7Z] et considérons
B T'opérateur associant 4 un polynéme son unique primitive nulle en 0,qui vérifie
AB = Idy. Si P € X, A®(P) = 0 pour n > deg(P). Par ailleurs, Vp € N, on a

B™(7ZPF) = (pf:!n)!ZpJ“”, donc

sup |[B"(ZF)(z)| = ——; — 0
|2|<K (p +n)! nooo

Ainsi B™(ZP) tend vers 0 uniformément sur toute boule, ce qui signifie que B"(ZP)
tend vers 0 pour la métrique d. Le résultat s’étend immédiatement a tout polynome
de Y, le critére de Kitai permettant de conclure. [

Théoréme 1.3. Théoréme de Birkhoff (1929).
T1: (2 f(2)) — (2 = f(2+ 1)), translation de vecteur 1 sur H(C), est hypercyclique.

» En effet, soit X = {f|f(z) = e *P(z),P € CZ]} et Y = {f|f(z) = e*P(z),P €
C[Z]} et soit B définieparVf € H(C) B(f) = z — f(z—1). Vérifions la densité de
X et de Y. Il est simple de voir que si (Py)nen est une suite de polynémes tendant
uniformément vers z — €* f(z) sur tout compact, alors la suite d’éléments de X :
(z — € #P,(2))nen tend uniformément sur tout compact vers f. De méme pour
Y. Par ailleurs, YK > 0, Yz tel que |z| < K,VP € C[Z], P(z4+n)e "+ = 0.

n—+o0o
Avec le critére de Kitai on conclut. O



Voici un théoréme récent plus général grace auquel on peut retrouver notamment les
deuz résultats précédents.

Théoréme 1.4. Soit o € C , et 7, la translation de vecteur o : Vf € H(C),Vz €
C,7a(f(2)) = f(z + «). Alors tout endomorphisme continu, autre qu’une homothétie, qui
commute avec 1, (Ya € C) est hypercyclique.

2. Hypercyclicité synonyme de chaos ?

Nous allons examiner le lien entre hypercyclicité et chaos au sens de Devaney. Donnons
quelques définitions générales dans le cas ou f est une application quelconque d’un espace
métrique.

Définition 2.1. f : E — FE est dite topologiquement transitive si VU,V C E, U etV
ouverts, 1 k € N* tel que fE(U) NV # 0.

Il est évident que si une application f posseéde une orbite dense dans FE, alors elle
est topologiquement transitive.

Définition 2.2. f : E — E présente une sensibilité aux conditions initiales si 3§ > 0 tel
que, Yz € E, YU voisinage de x, 3y € U et In € N tel que d(f"(z), f"(y)) > §.

f est sensible aux conditions initiales §’il existe des points arbitrairement proches
de z donné et qui seront ensuite ”éloignés” d’au moins § quand on itere f. Des lors, on
aboutit & 'une des définitions du chaos :

Définition 2.3. Une application f : E — E est chaotique si les trois propriétés suivantes
sont vérifiées :

(1) Les points périodiques sont denses dans E.

(2) f est topologiquement transitive.

(3) f présente une sensibilité aux conditions initiales .

Pour résumer, un systéme dynamique chaotique posséde des éléments de régularité (1),
il n’est pas décomposable en deuz systémes indépendants (2) et il est aussi imprévisible
puisque son comportement dépend des conditions initales (3). Supposons a présent que
FE est un espace vectoriel métrique complet et séparable.

Proposition 2.1. Soit A un opérateur continu sur E. A est topologiquement transitif si
et seulement si A est hypercyclique.



» Dans un sens, c’est évident. Réciproquement, soit A topologiquement transitif.

Alors ( k)ﬂs . I, C HC(A) avec les notations de la premiére partie. Soient
s,k)ES X N*

(s,k) € S xN*, b e E, e >0, alors par transitivité topologique, 3j € N* tel que
B(s,1/k) N AJ(B(b,e)) # 0, donc 3z € (A7)~1(B(s,1/k) N B(b,¢), ce qui prouve
que I}, est dense, d’ol par le théoréme de Baire, la densité de HC(A) puisque
I, ). est aussi ouvert. [

Proposition 2.2. Soit A un opérateur continu hypercyclique sur E. Alors A présente une
sensibilité aux conditions initiales.
» Soit x € E et U voisinage de x. Posons ¥ = © + HC(A). ¥ étant dense, il existe
y € XNU. Alors y — x est hypercyclique pour A, donc ’ensemble { A"z — A"y, n €
N} est dense dans E ce qui prouve le résultat. [

Théoréme 2.1. Théoréme de Rolewicz (1969).

On considére (E,d) = (¢2,]|.||2). Alors I'endomorphisme continu A qui 3 e; associe \e; 1 si
i > 1 et 0 sinon, otl (e;);en désigne la base hilbertienne canonique de ¢ et A un complexe
de module strictement supérieur a 1, est hypercyclique et chaotique.

» Prenons, afin d’appliquer le critére de Kitai, pour X I’ensemble des suites a valeurs
complexes & support fini et pour Y, 'ensemble E. X et Y sont des parties denses
de E. Dés lors, si on prend pour B I'endomorphisme tel que B(e;) = ei/\+1, la

relation |B™(z)||, = ‘K"L‘Z montre que le critére de Kitai s’applique; A est bien

hypercyclique. Soit par ailleurs u = Y upe, € ¢?. Ve > 0 3N, € N, tel que
N

u— Y ue;
i=0

< ¢ Définissons vy € ¢? par
2

VN > N,,

< U un Uo
UN = | Ugpy -y UN, yeuny , yaen
>\N+1 >\N+1 AQ(N'i'l)

On a AV (vy) = vy, donc vy est un point périodique pour A.

Enfi < e (2 " Ced+ Al <o
nfin, vy —u||2 Se+ ZZ:O DNESER) > 2N D)k set NECER €

k=0
pour N assez grand. D’oil la densité des points périodiques de A et le résultat. [

Remarque 2.1. Pour || < 1, on a ||[A"z|, < |A"||z]l; < ||z||y; ainsi aucune orbite ne
peut étre dense et HC'(A) = ().

Théoréme 2.2. Si A est un opérateur continu sur H(C) qui ne soit pas une homothétie
et qui commute avec n’importe quelle translation, alors A est chaotique.

Tous les opérateurs continus hypercycliques sont-ils chaotiques ¢ Nous allons mettre en
évidence un contre-ezemple.



Définition 2.4. Soit 3 = (B(n)),cn une suite strictement positive et décroissante de

réels. On appelle ¢£?(3) I'espace vectoriel des suites (u,)nen telles que (|un|2ﬁ(n))nGN

soit sommable. Muni de la norme ||ullg = \/> oeq |un|>8(n), on peut montrer que cet
espace est un Hilbert. Si B(n) = 1, on retrouve I'espace ¢? classique. Par ailleurs,
considérons maintenant le "backward shift” A, défini sur la base hilbertienne (€;);cN
par A(e;) = e; 1sii > 1 et 0 sinon. Notons que pour que A soit continu sur £2(3), il

faut et il suffit que supﬁ(ﬁn(i)l) =0 < 400 et dans ce cas A est de norme o.
neN

Proposition 2.3. Supposons A continu sur /?(B3). Alors A est hypercyclique si et seule-

ment si (n) — 0.
n—oo

» L'espace des suites presque nulles £2(3) est dense dans £2(B) et pour toute suite
v de £2(B), il existe n € N tel que A™(v) = 0. Toujours pour appliquer le critére
de Kitai, considérons le "forward shift” B tel que B(e;) = e;11. On a AB = Id
sur /2(B). Si B(n) — 0 on a Vv € £2(B), B"(v) — 0. Réciproquement, raisonnons

par absurde en supposant que igfﬁ(k) > 0; on a alors Yk € N*,|||A*||| = sup

neN
,B?rfi)k) < ,322(50()]“)’ donc l'orbite de chaque vecteur de ¢?(3) est un ensemble borné.
O

Théoréme 2.3. On suppose (3 vérifie les hypothéses de la précédente définition, 3(n) —+>
n—-+0oo

0, et que A est continu. Alors les assertions suivantes pour A € ¢?(3) sont équivalentes :
(a) A posséde un point périodique différent de 0.

o0
(b) 3 B(n) < +oo
n=0
(c) A est chaotique.
» (a) = (b) . En effet si A admet un point périodique autre que 0, alors ils existent
v = (Vp)nen € £2(B), N € N*, m € N tels que AN (v) = v et v, # 0. Dés Iors, il
apparait que la suite v est périodique, de période N, et alors, Yk € [|0, N —1]], on
a: - -
o(m)[*> " B(m —k+rN) =" |v(m+rN)[*B(m - k+rN)

r=1 r=1

< +o00

<Y )P~ k) = |4
n=~k

et ceci prouve que, Vk € [|0, N — 1]],

Z,B(m—k—FrN) < 400
r=0

Dés lors 3 est sommable comme somme finie de suites sommables, d’ou (a) = (b).

6



» (b) = (¢) . Puisque S(n) o 0, A hypercyclique présente une sensibilité
n—-+0oo
aux conditions initiales. Il suffit de montrer qu’il existe un ensemble de points
périodiques pour A qui soit dense. Mais 8 sommable assure que Yw € C tel que
w| <1, ,
ky = @")nen € £7(B)

Evidemment, k,, est vecteur propre de A pour la valeur propre @ et donc, k,, est un
point périodique de A siw est racine de I'unité. Mais Q =Vect{k, ; w racine de I'unité}
est dense dans (?(). En effet, soit u € ¢?() orthogonale & k,, pour tout w racine

de I'unité. Alors, Yw € C, tel que |w| < 1, posons:

oo

F) = (k| u) = 3 u(n)B(n)w”

n=0

F' est donc une série entiére de rayon de convergence supérieur ou égal a 1, et
de par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, F' est continue sur le disque unité. Mais
comme u € £?(3) orthogonale i k,, pour toute racine de I'unité, F est nulle sur le
cercle unité. Ainsi, d’aprés les formules de Cauchy; Vn € N, u,3(n) = 0. Puisque
B(n) >0, u =0, Q" = {0}, ce qui prouve la densité de Q et par conséquent le
résultat.

» (¢) = (a) . Induit par la définition 2.3. Le théoréme est acquis. O

Des lors (b) avec f(n) = nL-H permet de déduire A peut ne pas étre chaotique.

3. Puissances des opérateurs hypercycliques

On se pose désormais la question suivante : si A est un opérateur hypercyclique, qu’en
est-il de A™ ¢

Proposition 3.1. Soient A opérateur hypercyclique et x vecteur hypercyclique pour A.
V ={P(A)z, P € C[Z]} est un sous-espace vectoriel dense dans E, stable par A, et tout
vecteur non nul de V' est hypercyclique pour ['opérateur A.

» La seule chose non évidente est ’hypercyclicité des vecteurs non nuls de V. Mais,
on peut remarquer que pour tout polynéme P, Orb(P(A)z, A) = P(A) (Orb(z, A))
puisque A et P(A) commutent. Si P(A) est d’image dense dans E, alors on ob-
tiendra la densité de Orb(P(A)x,A); mais P(A) est constitué d’un produit de
facteurs de la forme A — AId, qui sont d’image dense par le lemme de la premiére
partie. D’ot1 le résultat. [

Théoréme 3.1. Si A est hypercyclique alors A™ est hypercyclique.



» Soit x un vecteur hypercyclique pour A. D’aprés la proposition précédente, Yy €
V ={P(A)z, P € C[Z]}, y # 0, on a Orb(y, A) dense dans V. Pour toute partie
Q de V, on notera Q son adhérence relative a V. Posons W = Orb(z, A™). Il suffit
de prouver que W= V, ce qui nous permettra alors d’affirmer que Orb(xz, A™) est
dense dans E et A™ hypercyclique. Posons Vk € [|1,n — 1|],

wi= U (A0 dnn))
0<i) <-<ip<n—1

Nous remarquons tout d’abord que W}, est fermé dans V', comme réunion finie
d’intersection de fermés, puis que W, C W,y C --- C Wj. Par ailleurs, W, =

AOW)U---U A= (W) = V (car A9(W)U---U A" L(W) = Orb(z, A)) et l'on
aW, = A(W)n---N A" (W) C W. On va prouver que W, = V, car alors,
immédiatement, W = V.
A cette fin, nous allons montrer que si nous supposons que 3k € [|1,n— 1|] tel que
Wy =V alors Wy,1 = V. On fait I'observation suivante : VI € [|1,n — 1]], A(W))
C W, parce que si I'on se donne 0 < i1 < ... <1, <n—1, alors
A(ATW) 0N AT(W)) € ARFI (W) 0 -0 AT ()
et il existe un [-uplet 0 < j; < ... < j; <n —1 tel que
ATHYW) O -+ AFTY(W) = A(W) N --- N Al (W)
et AW) n-- -OAT(W) C Wy, d’'ott A(W;) C W,. Par conséquent Wy, est stable
par A et, comme V ne contient que des vecteurs hypercycliques et le vecteur nul,
si I'on suppose W1 # V, on obtient Wy = {0} ou bien Wy, = (). On va alors
montrer qu’une telle hypothése aboutit & une contradiction. Considérons en effet
(il, ,'Lk) 7& (jl, 7.7k) Vu la définition de Wk+1,
( )0 (

ATW) N -0 AnW)) n (An(W)n---n Ajk(W)> C Wiss

donc
(AT(W) n--nN AW)\{O}) n (Aj/l(ﬁf) n--N AJT(W)\{O}) C Wii\{0} = 0.

Ceci induit que Wi \{0} = V' \ {0} est une réunion finie de fermés relatifs 4 V\{0}
qui sont disjoints. V' étant un espace vectoriel de dimension infinie, Wi \{0} est
connexe, et donc I'un des fermés qui construit Wi \{0} est égal a W;\{0} pendant
que tous les autres sont vides. Notons-le AT(W/) N---N AW)\{O} Mais alors,
comme on a déja vu plus haut, 3{j1, ..., jx } # {i1,..,7x} tel que

—_——

AW\ 0}) € AR (W) -+~ 1 AT (W)\{0} = 0



soit

A(V\{0}) =10
et ceci est impossible car Az € A(V\{0}), d’ot1 la contradiction. Par conséquent,
du fait que Wy =V,onaV =Wey=W3=---=W,. O

Corollaire 3.1. Si A opérateur chaotique, alors A™ est aussi chaotique.
» Evident de par le dernier théoréme et le fait que A et A™ ont méme ensemble de
points périodiques. [l

4. Le principe d’universalité

Il s’agit de généraliser le concept d’hypercyclicité en utilisant des suites d’opérateurs.
Le concept en réultant, souvent appellé "universalité” a été longtemps étudié dans la
théorie de 'approximation par les séries de Fourier et en analyse complexe. Soit (T}, )nen
une suite d’endomorphismes continus sur X espace métrique complet et séparable. On
dit alors que z € X est hypercyclique pout (73,) si ’ensemble {T},(z),n € N} est dense
dans X. Si un tel vecteur existe, alors la suite (7, )nen est dite suite d’opérateurs
hypercyclique. On obtient alors par exemple une généralisation du critére de Kital :

Théoréme 4.1. Soit (T),),cn une suite d’opérateurs sur X convergeant simplement
vers 0 sur un sous-ensemble de X dense dans X. On suppose de plus qu’il existe Y sous-
ensemble dense dans X et une suite d’applications (qui peuvent étre non linéaires et
non continues) S, : Y — Y telle que Vn, T,S, = I; surY et (S,) converge simplement
vers 0 sur Y. Alors (T),) est hypercyclique.

Définition 4.1. Plus généralement encore, on dit qu’une fonction entiére H(z) est
universelle, si elle représente un vecteur hypercyclique pour I’endomorphisme 7, de
Despace des applications entiéres H(C). De maniére plus précise, H est universelle si

VR > 0,Ye > 0,Vf € H(C),3a € C, ma)}(z|H(z+oz) —flz)l <e

|z]<
[o¢]
Définition 4.2. Une fonction entiére A(z) = Y A,2" est appelée fonction de com-
n=0
paraison si
vneN, A, >0
An+1
== = 0
An n—-+o0o
(—AX+1> est une suite décroissante
"/ neN

Enfin, une fonction entiére B(z) est dite A-comparable s’il existe v € R tel que
|B(z)] = O(A(v|#])) au voisinage de I'infini. La borne inférieure des y est appelé le



type-A pour B et est noté par o(B). Enfin, [A, o] désigne la classe de fonctions entiéres
qui sont comparables avec la fonction de comparaison A(z) et dont leur type est o.

Dans la théorie de 'information, on peut s’attendre & transmettre des données sur
une application entiere f & l'aide d’une suite de fonctions (F),(z)), et pour cela, on
devra connaitre les coefficients (a1, ..., a,) tels que

max|a1 F1(2) + ... + anFr(z) — f(2)] < ¢
lz|]<R
En utilisant des fonctions universelles, on peut, en principe, envoyer juste un seul
nombre, a € C, pour lequel

max|H(z + a) — f(2)] < ¢ (+)

Ceci est I'objet du prochain théoreme.

Théoréme 4.2. Quelquesoit o € R, et pour toute fonction de comparaison A(z) dans
[A, o], il existe une fonction universelle qui vérifie (x).
» On peut tout d’abord montrer qu’il existe (Ny(A,0)),, tels que si Vn,|z,| >

z

o0

N, (A, o) alors la fonction Hl ( — z—j) est une application entiére et appartient a [A, o].
J:

Cela résulte du fait suivant: une condition nécessaire et suffiante pour que B(z) =

o0
> Bp2" soit comparable, de type-A valant o est que

n=0
1
n
= U

On choisit ensuite une suite de polynémes P,, vérifiant les propriétés suivantes :
(1) Vn € N* deg( ) > 1.
(2) Vn € N*, P,(0) # 0.
(3) Vn € N* Z deg(F;) > deg(Ppt1)-
(4) YR > 0, V@ > 0,Vf € H(C),3dn € N tel que mgan(z) —f(z)] <e.
z —_—

(1) et (2) induisent que P,, peut étre représenté sous la forme :

n p>n An

B,
inf (:mp

Ly
Po(2) = C,, <1— z > avec Gy # 0, Ly > 1

Zin
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Prenons maintenant deux suites (ey,), et (Ry,), de réels positifs tels que ¢, — 0 et
n—oo

R, croissante et divergeant vers 'infini. On peut alors montrer qu’il est possible de
construire une suite (ay,), de réels positifs tels que I'on ait:

(1’) Yn € N*,Vm € [|1, L, |],Vp € N*, zyyn + ap — ay # 0.

(2’) Vn € N* Vp € N*,Vm € [|1, M,|], wmn + an — oy # 0 ott My, et wy,,, sont
définis par :Vn € N*,VYm € [|1, M,,|]

My, =0
My = Li— Ly,
M, = ILhi+..+L, 1 +My+..+M,_1—L,

et pour n > 3,
1
W
n—1 Ly n—1 My 1
wip == w,n = |Cn [[ ] (=26 =) [T ] (—wir — ) o
k=1i=1 k=2i=1 szn
avec
My
Ly 1
wig=--=wpn2= [C H(_Zk,l — o) .
k=1 I1 zi2
i=1
Alors,

(3,) Vn € N*,Vm € [|17Ln|]7 |Zm,n + O‘n| > NLI+---+Ln71+M2+---+Mn—l+m(A7U)'
(47) Vn € N*,Vm € Hlen”v |wm,n + aﬂ| > NLI+~~~+Ln—1+M2+---+Mn—l+m(A7 U)'

L z oo M z
%
(5) Vn € N |n|mxn kl;[n il;[l (1 — zi,k—l—ak—an) kl;IQ il;Il (1 — _wi,k-l—ak—an) -1l <ey
oo Ly oo My
(@) vnen,| T TT(1-c2) T (1- 520) -1 <en
k=n+1i=1 " k=n+1i=1 "
n My N
ywmen, |11 T (1= 22 ) T (1- 525 ) = Cn| < nlCal
k=1i=1 k=2i=1
. oo Ly oo My
On va maintenant montrer que H(z) = kl;[l Z.];[1 (1 = k+ak> kH2 Zl_[l ( o k+ak) ap-

partient & la classe [A, o] et est universelle. Le fait que H appartienne & la classe [A, o]
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est évident d’apres (3’). Soit f € H(C), on a d’apreés (4) I'existence d’une suite croissante
(nj); telle que :

max| f(z) = Do ()] = 0
Montrons alors que :

H — P, — 0
|n|12’)§| (2 + an) nj (Z)|

oo
Notons que si G(z) = [] (1 - zi) , alors :
i=1 '

G@+@=Gmﬁio_ ? » VieN a#z

o1 Z; —
Donc,
oo Ly oo My L"]‘ 5
v = [ffi (- ) Ozl
oo My .
1- =
kgﬂ( Zik + Qg — Oy >k1_[221_[1( wi,k‘l'ak_anj)

Mais (6°) et (7’) prouvent que le premier crochet est égal a Cp,; (1+6y,) ot |0y, — 0
Nj—oo

et le dernier crochet tend uniformément vers 1 pour |z| < R. Donc, YR > 0

max|H (z + ap;) — P, (2)] — 0

|2|[<R nj—00
ce qui prouve bien le théoréme. [
Corollaire 4.1. Soit F : C" — C continue. SiVz € C,
F(H@%Hﬂ@wmeﬂH@>:0

ot H est universelle alors F' = 0.

» Puisque H est universelle, I'ensemble (H(z), H'(2), ...,H(”*l)(z)) est dense
dans C". En d’autres termes, une fonction universelle ne peut-étre solution d’une équation
différentielle de la forme F(y, ...,y"" V) quelquesoit F € C°(C",C). O

L’importance de I’étude des vecteurs cycliques et hypercycliques dérive de ’étude des
sous-espaces et des sous-ensembles stables. En effet, [’espace engendré par lorbite d’un
vecteur par un opérateur est le plus petit sous-espace stable contenant ce vecteur.
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Ainsi, un opérateur n’a pas de sous espaces stables fermés non triviauz si et seule-
ment si chaque vecteur non nul est cyclique. De méme, un opérateur n’a pas de sous-
ensembles fermés stables non triviauz si et seulement si chaque vecteur non nul est
hypercyclique.

Deés lors se pose le probleme des "invariants”: un endomorphisme d’un Banach
posséde-t-il toujours un vecteur non cyclique (resp. non hypercyclique) non nul, c’est a
dire un sous-espace (resp. un sous-ensemble) fermé et invariant ¢ La réponse est non;
P.Enflo (1987) et C.Read (1988) en ont apporté des contre-exemples. En revanche, la
conjecture demeure sur les espaces de Hilbert séparables et fait [’objet d’actives recherches
depuis ces derniéres années.
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