Pautie [[

Le cas Cénéral

Introduction :

Apres avoir étudier la recherche des zéros d’une fonction par la méthode de Newton dans le
cas scalaire, nous allons généraliser cette méthode en étudiant le cas matriciel.

1.Recherche de racines carrées d’une matrice :

Définition :

On dit qu’une matrice carrée A d’ordre n admet une racine carrée s’il existe une matrice
. 2
carrée B d’ordre n telle que B” = A.

- Montrons qu’il existe des matrices dans J(C) qui n’admettent pas de racines
carrées :

Casn=2:

Soit  J :(8 (1)) . Supposons qu’il existe une matrice carrée B d’ordre 2 telle que B> =1.

Alorsona:

_{ab
B_(C dj.
De plus, comme B = J, on a les valeurs propres de B® qui sont égales a celles de J donc
Sp(B?) = {0}.
Comme B est une racine carrée de J, les valeurs propres de B correspondent aux racines
carrées des valeurs propres de J.
Ici,ona:

A0Sp(B)=A*0Sp() ={0}
donc A=0 et Sp(B) = {0}.

Comme B [0 JZ,(C), elle est trigonalisable et il existe PO GL(2,C) et T 0 J45(C) telles que

-1 . . . , . .
B =P T P avec T une matrice triangulaire supérieure qui a les valeurs propres de B sur sa
diagonale, c’est a dire que :

2B



D’ou :
Oal_,(ab) . 4
[08)=r(ca)r

Donc, en élevant au carré, on trouve :

Oalt_(00)\_ 5 2 (003, _{00
(00)2‘(0())‘13313 =B=P (00)‘”‘(00)

. . . \ 2 .
D’ou la contradiction avec 1’hypothéese car J = B” n’est pas la matrice nulle.
Donc J n’admet pas de racine carrée.
Plus généralement, les matrices sous la forme ci-dessous n’admettent pas de racine carrée.

00 0 Qneneens 0
o O~
-0 . ou a O . | ou a désigne un élément non nul qui peut changer de
-0 :
Qcvmnmene 0 0 veenmen 00

position sur la diagonale ou il se trouve.

Preuve :
00 n--- 0
o
Soit M [0 Fx(C) telle que M = O .t | avec aOC*
-0
Qcememnn 0

Supposons que M admette une racine carrée N 0 Jx(C).

Alors il existe des matrices T O J,(C) triangulaire supérieure et P 0 GL(n,C) telles que :
N=P.T.p"

D’ou, N*=P.T2P" = M.

De plus, comme N est une racine carrée de M, les termes diagonaux de la matrice T vérifient

tjj2 =mj; = 0 pour tout j (ce sont les valeurs propres de M). Donc t;j =0 U j=1..n.

La matrice T devient donc une matrice triangulaire supérieure avec ses termes diagonaux

nuls.

D’ou T est de la forme :



Q'O Tola3 1ot ot - “Flin-1tn-1n
D’ou T? =

fn—2,n—]tn—],n

Comme M est une matrice triangulaire supérieure, nous obtenons M = T2 d’ou la
contradiction.
M n’admet donc pas de racine carrée.
-Montrons qu’il existe des matrices dans J,(C) qui admettent une infinité de racines :

Casn=3:

001
Soit K=|000 |.

000

Une famille de racines carrées de K est :

0z B

M.= 00}? avec z [1 C* et S U C un élément quelconque.
00 0

En effet, on a :

0z B)\(0zp

2 —
M2= oo}é oo}é
000 000

00 0 000

002"}? 001
= M>= |00 0" |=/000 |=K

De plus, si on fait varier z et le nombre [, on a bien une infinité de racines carrées pour K.

- Soit A une matrice triangulaire supérieure inversible. Montrons qu’il existe un choix
de nombres complexes (bjj) tels que (bjj)2 = ajj et pour tout j et pour tout k différent de j,
bjj+bkk z0.

Comme A est une matrice triangulaire supérieure de GL(n,C), on a :

n
det(A) # 0 et méme jﬂzla ]-]-7:0 .

On construit alors les éléments (bj)i=1 ., de C tels que (bj)* = aj; pour tout j=1..n avec :
bj=a i +1ipBjj.



De plus, on choisit les nombres ajj et B de U, pour j=Il..n, tels quea ;>0 ou a ;=0 et
B0, pour j=1..n.
Donc, pour jZk,ona:

bjj + by = (a'jj+a' k) t 1 (ﬂjj + ﬂkk) avec ajta a0 ou aii=a =0 et ﬂjj + ﬂkk>0, par
définition.
Donc bjj+ bz 0 O j,0k#j.

Remarque :

Si on choisit les (bj;) comme précédemment on alors :

UkZj, ajj # akk.

En effet, comme bj+by 2 0, Ok#%j et comme (by)* =a;;, 0j,ona:
by # -buc = (by)* # (-bw)® = aj # awc

Remarque :

n
Comme det(A) # 0 équivaut a ﬂla jj¢0 ,onaaussi bjjz0 Uj=l..n.
]:

n
En effet, comme ]llla jj;tO ,ona:

a;;z0 [j=l..n et d’aprés ce qui précede, on a alors (bjj)2¢0 ce qui implique que b;#0
Uj=l..n.

- Montrons que toute matrice inversible admet une racine carrée :

Tout d’abord, nous savons que dans J,(C), toutes les matrices sont trigonalisables.

Soit A 0 GL(n,C). Alors, il existe P O GL(n,C) telle que T = P".A.P soit une matrice
triangulaire supérieure (le résultat est équivalent avec une matrice triangulaire inférieure). De
plus,ona:
det( T)=det( PLA.P)

= det( P").det(A).det( P )

=det(A)Z0
Donc T est une matrice triangulaire supérieure inversible.
Montrons maintenant qu’il existe une matrice U triangulaire supérieure telle que U? = T ¢’est
a dire U est une racine carrée de T.
Si cela est vrai, on a pour B=P.U.P":

B?=(P.UP")
- B*=(P.UP") (P.UP
-~ B*=p.U%P"!
= B2=P.T.P!
= B’=A

Donc B est une racine carrée de A et (-B) en est une autre.
Soit T O GL(n,C) donnée par :



n
avec det(T)= []¢ jjiO
J=1

et U [J GL(n,C) donnée par :

Ui """ Uin
0

Montrons que 1’on peut choisir U telle que U* =T.

[ZARNZAT R u']n [ZARNZAT R le_]n
N B 2R VY 725
U = . . . . . . .

Tout d’abord, on choisit les nombres complexes u;j, Uy, ..., Uy, (termes diagonaux de U) pour
qu’ils vérifient les conditions suivantes :

1. Oj=l..n, (uy)* = t;

2. j,k=1..n avec j#k, ujtug # 0 (al’aide du résultat précédent).
Ceci nous donne alors les égalités suivantes :

2 —
un=tn
2 — . .
Un=In pour les termes diagonaux de la matrice U.
2 L
Unn=nn
De plus,ona:

i Funun=unntun)=t,
unusturu=unuantus)=ts

wnns o tususs=us@ntuss) Yunuas =t

Or, on a uj;+uy # 0 donc on trouve u”:“—Q

ui 1+Ll22

t

De méme, ux+uss # 0 done on trouve uZ3=+ et uj;+uss # 0 nous permet de trouver
U2nTU33

=137 uou3

;3
ul]+u33



En continuant ainsi, on trouve toute la matrice U.
D’ou, A admet une racine carrée B.

Remarque :

Toute matrice symétrique positive de A,( [ ) admet une unique racine carrée elle-méme
symétrique positive.

2.Méthode de Newton pour la racine carrée d’une matrice :

Soit A O GL(n,C) et soit F : H(C) — Fa(C) définie pour tout X 0 TAy(C), par :
F(X) == X*-A.
De plus, on norme JA,(C) avec la norme || . || définie par :
[|A]l = sup [ajj (A=(aij))
qui est sous multiplicative ¢’est a dire ||A.B||<||All.||B.

- Calcul de la différentielle de F au point A avec un accroissement H :

Pour toute matrice X [ J;(C) et pour toute autre matrice H [ ;(C) négligeable devant X,
ona:

F(X+H) = (X+H)* - A
o FX+H) =X?+XH+HX +H* - A
o F(X+H)=X*— A + XH + HX + H?
o F(X+H)=F(X) + XH + HX + H?

ot application X — XH + HX est linéaire et [H]| = |H|* = o(|H])) quand H - 0.
Donc la différentielle de F au point X appliquée a H est donnée par :

DF(X).H = XH + HX.
En particulier, DF(A).H = AH + HA.

-Algorithme de Newton pour F :

Sous réserve de I’existence de [DF(Xy)] ™, on définit I’algorithme de Newton pour les matrices
par :
Xns1 = Xn — [DF(Xn)] ™. [F(Xn)]
Avec une matrice pour variable et une premicre itérée X, qui sera donnée.
Mais on ne sait pas si cet algorithme converge.

- Soit T une matrice triangulaire supérieure inversible qui vérifie :
07,0k#j,  t;+ ticz 0 et soit C une matrice donnée d’ordre n.

Montrons que le systéme linéaire TH + HT = C admet une solution unique, H [ JZ5(C).



Posons L : Hy(C) — Fa(C)
H +— TH+HT

Nous savons que L est une application linéaire.
Montrons que L est injective ¢’est a dire L(H)=0=H =0.
On suppose que L(H) = 0 donc :

hitip =" fin | | A hngee i Mg B | (tntn = t1n

Puis on identifie a partir de la premiére colonne et par le terme de la n“™ ligne ce qui nous
donne :

tihmthmt11:=0= h,,=0 car t,,+1,,#0
Entp-thn=t 1¥ =t whin 1 st =Pna (et parF010=0=> Py =0 car t,- 1120

tn-2n-2Pn-21 -2 n-1hn-1 1 -2 nhin 1t -2 1t11=Hn-2.1t n-2.n-2Ft10=0=> =0 car ¢, -yt 111#0

Par suite, on trouve que tous les éléments de la premiére colonne de H sont nuls et en
effectuant la méme méthode sur les autres colonnes, on obtient H = 0.

Donc L est injective.

Comme L est linéaire sur FZ,(C) (donc en dimension finie) et injective, L est un

automorphisme de ,(C), donc le systéme L(H) = C admet une unique solution dans ,(C).

- Soit B une racine carrée de A qui vérifie :
0j,0k#j bjj+ b0 .
Montrons que DF(X) est inversible pour X dans un voisinage de B :

Tout d’abord, montrons que DF(B) est une application bijective.
Posons T = P A.P une matrice triangulaire supérieure inversible avec P [ GL(n,C). Comme
B est une racine carrée de A, on a vu qu’il existait une matrice U triangulaire supérieure
inversible qui vérifiait :
U*=Tet Oj=1.n,0k%j, ujtugz0.
Posons B = P.U.P'l, alors on a:
BH + HB = (P.U.P")H + H(P.U.P")
- BH+HB=PU.P'HPP'+PP'HP.UpP'
-~ BH+HB=P[U.P".H.P + P HP.UP'
Posons H’ = P'l.H.P, on a donc:
BH+HB=0~ P(UH’ + H'U)P' =0
- UH’+HU=0
= H =0
car on a vu plus haut que le systeme UH’ + H’U était injectif ou U est une matrice triangulaire
supérieure inversible et H’ [ J,(C).
Donc H=P.H.P"' =0 et ’application DF(B) est bien injective sur ,(C) et a valeurs dans

Tn(C).



De plus, comme DF(B) est linéaire sur SZ,(C) (qui est de dimension finie), on a une bijection
de J(C) dans A (C).
Ensuite, montrons que 1’application DF(X) est une bijection pour X au voisinage de B.
Posons G : Hy(C) - L(Hn(C), Hr(C))

X > {H— XH + HX}
On a déja montré que 1’application G était linéaire sur T,(C) et A(C) est un espace de
dimension finie donc I’application G est continue sur Fy(C).

Enfin, nous savons que I’application « déterminant » :
det : H(C) — C est continue sur A,(C) donc on a :

lim (det(DF(C0)=det(DF(B))#0.

D’ou DF(X) est inversible dans un voisinage de B.

- Programmation de la méthode de Newton pour une matrice :

Nous avons tout d’abord programmé deux procédures. L.’une nous permettant de transformer
une matrice en vecteur et I’autre un vecteur en matrice. En voici I’algorithme :

transf_mat_vect:=proc(A)

local i,j,n;

n:=rowdim(A);
A:=matrix(n~2,1,[seq(seq(A[i,j],j=1..n),i=1..n)]);
end,;

transf_vect_mat:=proc(V)

local s,m,n;

m:=rowdim(V);

n:=sqrt(m);
V:=matrix(n,n,[seq(V[s,1],s=1..m)]);
end;

Nous avons ensuite créé une procédure permettant de former une « base » de matrices dont
I’algorithme est le suivant :

base:=proc(U)

local Xn,i,j,K,n,s,t;

global H;

Xn:=U;

n:=rowdim(U);

for i from 1 to n do

for jfrom 1 to n do
K[i,j]:=matrix(n,n,proc(s,t)

options operator,arrow;
if s=i and t=j then 1 else O fi
end);

HI[i,j]:=evalm(multiply(Xn,KT[i,j])+multiply (K]i,j],X n));

od
od;

end;

Ainsi, nous avons pu écrire le programme suivant pour rechercher la racine carrée d’une
matrice a I’aide de la méthode de Newton :



newton_mat:=proc(A,U,eps)
local continue,compteur,i,j,k,l,n,s,t,Fx,M,Xn,DF;

Xn:=U;
n:=rowdim(V);
continue:=true;
compteur:=0;
while continue do

base(Xn);
DF:=matrix(n"2,n"2,[seq(seq(seq(seq(H[k,I][s,t],I=1 ..n),k=1..n),t=1..n),s=1..n)]);

Fx:=evalm(multiply(Xn,Xn)-A);
Fx:=transf_mat_vect(Fx);

M:=multiply(inverse(DF),Fx);
M:=transf_vect_mat(M);

compteur:=compteur+1,

Xn:=evalm(Xn-M);

continue:=evalb(eps<norm(M));

od;

print("La racine carrée est’ ,Xn, apres” ,compteur, “itérations”)
end;

Voici un exemple d’application de notre programme et le résultat obtenu :

A:=array(1..3,1..3,[[3,2,1],[0,1,2],[2,1,2]]);

carre:=multiply(A,A);

X0:=array(1..3,1..3,[[2.6,2,0.8],[0,1.2,2],[1.5,0.9 31);
newton_mat(carre,X0,0.1);

carre: {4 3 6
6

10 7 8

26 2
X0=0 12 2
1.5 09 3

2.999974782 1.999896918 1.00008155
La racine carrée est0.00013763529 1.000105802 1.999784838|, apres, 3, itérations
1.999902053 1.000023486 2.000103647

3.Systémes d’équations résolus par la méthode de Newton :

Nous allons tout d’abord introduire quelques notations.
Soient : X = (x1,....Xp) L 0",
F(X) = [F1(X)...Fy(X)] O Az (n.p) avec pour tout j =1..p,




S
Soit J(X) = [J1(X)...Jp(X)] O Alx (n.np) avec :

0
Fj (X) = .

Oy (xy..... o,
o G|

H0=| |-
af"f ...... af"f s
o - )

Ji(X) est donc la jacobienne du vecteur Fj(X).
On considere la norme :

A1 = max(¥]a,)

i

Cette norme est sous multiplicative ¢’est a dire :
|A.B||<||AllIBI|
On obtient alors :

IFOOI = x| 7,0
o7 0|

0xx

et X)) = max(z z

sisn J=1 k=1

Remarque :

En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Regardons le cas particulier ou p = 1.
On obtient donc :

S [y,
F(X) = [ 7 (X)J et J(X)—(OTJ_()Q)

1<i, j<n

ou les fj pour i = 1..n sont des fonctions de [].
On a aussi :

V(X) = (Vi(X)... Va(X) avee Vi(X) = %m) i

V(X) est la matrice hessienne du vecteur F(X).
Soit || . || la norme définie par :

1Al = max(a)-
1<i<n

Alors,

[FCOI = max(.£,(0)])



af @l

J

N0l =

1<isn =1

IVl = max(zz

Isisn “7=%=

kax]

La matrice identité d’ordre n sera notée Id.
Nous allons commencer par démontrer deux lemmes.

Lemme 1 :

Soit F:Q - ﬂgﬁ(n,p) avec Q un ouvert non vide de [J”.
On suppose que [X,X + H] O Q ou H = (hy,....h,) et que chaque fj; est de classe ClsurQ.
Alors :
IFX +H) ~FX)|| < pH|l. _sup |/D).
v x, X +H]

Preuve :

Pour cela, nous appliquerons le théoreme des accroissements finis pour les fonctions de
(0" dans[] .

Théoréme des accroissements finis pour les fonctions de [1”dans[] :

Il existe cjj D]O,l[ tel que :

no 0f.
BOCH D)~ 600 = 3 g0, ).
Ona:
IFCCHH) = FOOI = max(} ] £, (4 +1)=F,0)

of.
%(X +Cu‘H)‘

P n
= [FCCH) = FOOlI< maxd > |,
<i<n {5 7S

= [FCX +D) - FX)< ] maxzz U(X+CUH)‘
On suppose que le maximum est atteint en i.
IFCX +H) ~ FXO| < [ H] ZZ (X"'c,o,H)‘
Oxijj (X+¢,, /)| car chaque terme est majoré par le

maximum.
On suppose que le maximum est atteint en jo d’ou :




of

loJo(X CIOJOH)‘

= [[FX+H) - FXO)l|<p. [H]| ZZ

J=1r=l

car on prend tous les termes donc

lo!
o, X+c,,, H)

le maximum plus les autres.

f, J
IFX +H) = FOll<p. [HI| max ZZ 3y, X Few, )

i< A

< [FX+H) - FX)[|<p. [H]. [J(X + ¢, ;, H)|| par définition de la norme.
< |[FX+H) - FX)l[=p. [HI. sup [[I(Y).
YO x,x +H]

Remarque :

Danslecasp=1,ona:

IX+H) - JX)[[<n. [H]. sup [[V(Y)].
YOX, X +H|

Lemme 2 :

Soit f: Q- g (n,1)

10
XD L

telle que fest de classe C* sur Q qui est un ouvert de [1” contenant le segment [X,X + H].
Alors :

X + H) — FX) — JOOH]| <L 2. sup V(Y.
YO XX +H]

Preuve :

On rappelle que :
- V(X) est une matrice carrée d’ordre n

- IVEOI = max(3Y A

1<isn k=1 /=1 0 axk

)= (%(X))

1<i,j<n

Donc,ona:

JX).H= (z h; Of =—HX)) est un vecteur colonne.

Isjsn 1<isn




Appliquons la formule de Taylor a I’ordre 2 des fonctions de []” dans []a chaque f;.
On a donc :

(X + H) - £(X) - Zhj (X) zzhjzhk%; a(ik

= k=1

ou g;=X + ¢;H avec ¢; D]O, 1[.

D’ou:
_ 3°f (&)
| (f X+H)=f(X) Zh, (X)) || <l (z In) |hk|‘ ) H
y (f,-(X+H>—f,.<X)—i]h,ﬁ(X)) e ( i j a(i))
o LG 00l <l £ 0100
On suppose que le maximum est atteint pour ip d’ou :
n a )
|| (f,-(X+H)-f,-(X)-Z:;h,-a—Q(X)) =l 2 a)’: a(fﬁ
G 00-Sh gl by $ 545

- || (f (X+H)—f (X)- Zn:hj (X)) |S§”H || HV(gO)H par définition

o (f,-(X+H)-f,-(X)-Z:;h,-WJ’_'(X)) <31 sop ]

1<i<n
Cette relation étant vraie pour tout i, le lemme est démontré.

Retour au probléme :

Démontrons le théoréme suivant :



Théoréme :

Considérons le systeme F(X) = 0 c’est a dire :

S1Gerseeox)=0
R fn(X]r:'a.Xn):O

On suppose que chaque f; est de classe C' sur Q 0 1”.
Soit X, 0Q.
Q étant ouvert, il existe @ >0 tel que la boule ouverte B(X,, a) = {X /|| X — Xo|[<a } soit

incluse dans Q.
Supposons que :

- J(Xj) est inversible et posons |'0:[J( )(0)]_1 (1)
- Il existe 4 constantes positives S, y,. ¢, H4, vérifiant les conditions suivantes :
( Irolss, @
”rof(Xo)”SVoS% 3)
(S 4
UXOB(X, a f (X) e 4)

U=2nLB,y,cs1 (5)

Alors la suite Xp+1 = Xp —J 'I(Xp)f(X},), de premier terme X, converge vers X solution de
f(X)=0etona:
IX - Xol<a.

On note, sous réserve d’existence, gI,:H X =X »

=IXp) et 1=,

a. Nous allons montrer par récurrence sur p que :
- Jp estinversible

- Il existe trois suites (83,),(y,)ef (1) vérifiant :

Irsl<a,

||r17f(X17)|| yp— 217+1

BXo@UB(X DO DBXo77)

U,=2np y c<1

Preuve :




Pour p = 0, d’apres la propriété précédente, il est clair que :
”rO”S:Bo > ||r0f(Xo)||5VoS% et Y, =2npB,yc<l.

Supposons la propriété vraie au rang p et montrons la au rang p+1.
Ona:

£, X =X
= &, 4 X T XX )X
= g, 0 X )
= 51’:H Mo /X ,,)HS,V f
d’ou ESY,-

De plus, B(x p+1,%)DB( X @) car soit X LB(Y ,;+1,%) alors :

-,
< HX X PHS%""‘:p

”X —Xp +||X prmX 17”

= [x=x <5+,

- J-x Jsg+2.

a
2
- ||X -Y ,,||s%+%:a
donc X UB(X ,.Q) .
Nous allons évaluer ||I T (X ps1)
Ona:
|71 I pod|= |5 pJX o0
o xS O )= )
o X <8, I )= I )
De plus, d’apres (4), [V(X)||[<c d’ou :
HJ(X 2= JX 1) Sn“ X pa—X p‘LcSn.ypc

d’ou:
|1 )

<n.B,y,c

<Lrg
2

< || I-er(Xp+l)

La série > (I-T ,JJ(X p+1))k est convergente, de somme (/—(/—T ,J(X pﬂ)))_]:(r X [7+]))_] .
k=0

T (X p) "

De plus,

<1 <.
U

2
Ona:

[a=JX,) 5T,

= =X ,)) T,
d’ou I’existence de [ ;.



<

T X p)”
<2|r Js28,
sﬁpﬂ

Ir

De plus, |,
rp+]

rp+]

d |

<~ ‘

ou

ﬁp+1:2ﬁp

Par définition, on a :
Xp+1:Xp_rpf(Xp)
d’ou Xp—Xpﬂ:rpf(Xp) .
Or, I,=J7'(X,)
D’ou JX )X =X p)=AX )
= AX )X p= X M(X )=0.

On a donc :
‘ rp+lf(Xp+l) S‘ rp+] f(XpH)
=7 et X || || A )= AN =T X DX =X )
- ‘ M fOX p)S2 ﬁp.n%” X po— Xpuzmﬁgg ; |V(Y) d’apres le lemme 2 avec X = X, et
H=Xp11 - Xp.
Il vient que :
||',,+]f(X,,+1) S,[)’p.n.yic car HX[,H—X,,H <y, et ||V()()||Sc
I ‘ [y X pa) S%uup-yp
And ‘ rp+]f(Xp+]) sypﬂ
ou
-1
Vo=V

Ensuite, 4, =2.n.8 .Y €

o ,uPH:Z.n.Z.,BP%,Lprp.c
= U, =208 1Y

= My =HS)

d’ou

2

ﬂp+]:y[)

Ainsi, nous avons démontré qu’il existe trois suites (3,),(y ) et (1) telles que :



Ir <8,
||FpﬂX p)||Sy »
H,=2nB Y ¢

ou
( B,=2.8,,

3 ypz%/jp—l p-l1

—, 2
/’I p_l'l p-1
b. Nous allons montrer que la suite (Xp) est une suite de Cauchy de [1”.

Preuve :

Soit Xp+q 0 B( X,,,%) si ¢>0.

Soit 7>0 et p tel que 2”>% c’est a dire /7>%.
a

On a donc || X~ X ,,||s?</7 .

D’ou I’existence de la limite X car []” est complet donc toute suite de Cauchy de [J” est
convergente.
De plus, nous avons vu que X ,)+(X ,«—X (X ,)=0, donc en passant a la limite
avec X ,n—X,-0 et J:X - J(X) continue (car f est C' donc les dérivées partielles sont
continues donc J est continue), on a :
HmCY =X MK )=J0.020
D’ou, par continuité, f(X)=0.
De plus,
[X-x SZ)”X X | et [ X =X 5y, -
p2

Or? yp:%ll’[p—]yp—1syp:%yp—1 car IL[p—]Sl ‘
En faisant les mémes majorations jusqu’en J,, on obtient :
ypS#VO *
On en déduit que :
lx=xd<> v,
p=0 2
1
p=0 2[7
~[x-xs2y.sa
On adonc X OB(X Q).

g ”X‘Xo”syo



Nous allons maintenant démontrer la propriété suivante qui nous assure 1’unicité de la
solution.

Propriété :

Sous les mémes conditions que (1), (2), (3), (4) et (5), il existe une et une suele solution du
systeme (S) dans la boule fermée B(X,2),).

Preuve :

Soit X* une autre solution du systéme telle que
|x*=xds2v,-

Nous avons vu que X, appartient a la boule E( Xo-2Vy) -

Montrons par récurrence que H X ,—X *HSZ Y,

Pour p = 0, la propriété est vraie par hypotheses.
Supposons la propriété vraie au rang p et montrons la au rang p+1.
Par définition, on a :

X=X, T, /X))
o X=X =X, T ,AX )X
o X mX)=T X, AX )T (X
- Jp(Xp+]—X*):f(X*)—j(Xp)—JP(X*—Xp) car Ax)=0 car X" est solution de f(X) = 0.
On a donc :
X p= X =0, (AX )= AX )=J (X =X )))
d ot |x ,u=x & A=A )= = )|

o HXPH—X*HSIBP%HX*—XPWn.c d’apres le lemme 2avec X = X, et H= X" - Xp.

p+]

D’ou H X =X *Hs%n.ﬂ pc.4y; par hypothése de récurrence, || X ,—X *Hs2 Y,

Donc H X=X *Hs2n.,[>’pc.yj7
< HXI’”_X*HS'UPVP

# _2yp+]
< HXP”_X Hszypﬂ car ,=——-
Yy
Donc la propriété est vraie au rang p+1.
Dou, |x,~X <2y, et limy,=0.
Par passage a la limite, on en déduit que :

limx,=x" etona limy,=X .
poo poo

D’ou, X' = X d’ou I'unicité de la solution.
Nous allons maintenant étudier la rapidité de la convergence.

Propriété :



Sous les mémes conditions que (1), (2), (3), (4) et (5),ona:
* ]7+] P
lx-xI<@ -

Preuve :

On sait que ,upH:,u2 dot p,=u;’ .
Deplus ona yp Zﬂp 1yp 1 2#0 yp—T'

Dot : v, (2) Wy,
(_) /'121 B Yo
car 277'+2772+, 4+2° est une série géométrique de raison 2 donc égale a 11 22 =2P-1.

De plus,

~X FX =X gt X prga=em X pert X =X |
X =X X =X g A X X
< ||Xp+q_Xp||syp+q et ,aty,

||X17+q Xp” (2) qu,, l}/0(1+ e "+ +(2) quf’(qu)

||Xp+q_Xl7|| ( ) qul’ l}/0(1+§+...+(§) )car U1

_(l)q
||Xp+q_XP|| ( ) qul’—] —2-
_f
”X pra= X 1’”—2( ) qul’ "
= o)’ Vs 'yo
Lorsque g —o, |[X-x [< (2) Vs )

- || X-x ”||S(§) ,ué @ qui est une convergence exponentielle.

D’ou, si 14,<1, la convergence est extrémement rapide.
Etudions maintenant la stabilité de la convergence devant le choix de I’approximation initiale.
Propriété :

Sous les mémes conditions que (1), (2), (3), (4) et (5) ajoutées a %sa avec U, =2nf,yc<l1,
0

I’algorithme de Newton converge vers ['unique solution du systeme dans la boule E( X o2V

quel que soit le choix de la valeur initiale dans la boule définie par B(X, 250 Vo -



Preuve :

4. La méthode de Bairstow :

Soit p(x) =aox"+a; x™' +...+a, (1)
On cherche les racines de p(x) = 0.
Pour cela, on effectue la division euclidienne de p par le polyndme t(x) = x> — sx + p.
Alors :
P(x) = t(X).( by X" + by X" + ...+ bys X+ bpa)tbui(x —s)tby  (2)
ou les b; dépendent de s et p.
Posons :
q(x) = by x"% + by X" + ...+ by X+ by
et r(X) = bp.1(X — 8)tby

D’apres (1) et (2),ona:
ag X" +a; X"+ ..+ a,=by x"— s by x™! +p by x"? + by x"' — s by x™% +p by X" + byx"? — s
by X" +p by X" +.. .+ bys X — S b3 X2 +P bps X + b X2 — S bpa X +p bpa + by X — 8§ by + by

D’ou:

ao=bo
ai==Shotb;
a=pbo=Sbith,
an—3:pbn—5:_5 bn-4%bn-3
an-2=Pbn-1=8bp-31bn-2

An1=Pbn-37Sbn-2Fb,

Cln:pbn—z_sbn—l+bn



bo=ao
bi=atSho
b=a>*tSb—pbo
bk:ak+sb:k—] ~Pbi->

bna=an-11Sbp-2—Pby-3

bn:an+sbn—]_pbn—2

Soit (sg,po) un couple tel que :
bn-1(S0.po) = bn(s0,po) = 0
c’estadire b, =a-1tsobn-2~Pobn-3=0 €t b, =aytsobu-1—Pobn-2=0.
Alors p(x) = t(x).q(x) = 0.
D’ou t(x) = 0 ¢’est & dire x* —sx + p = 0.
On obtient donc deux solutions de 1’équation p(x) = 0.

La méthode de Bairstow utilise la méthode de Newton pour deux variables pour résoudre le
systeme :

bn-1(s,p) =0

et by(s,p) = 0.

Nous devons donc calculer les dérivées partielles suivantes :
abn abn abn—l abn—l

Os’dp’ 0s > Op °
Ona:
0bo_
Os
0bi_ 0bo
s s o
0by_ 0by,, _ Oby
ds  Os + b=P g
0by._ Oby— . 0bi—
s oy DeTP g
abn—]— abn—2 abn—S
ds S oy Tbn2TP g
%_ abn—l _ abn—Q
as > o5 TbmTP 5
Soit a,:%. Alors, on obtient



ao,=0
ar=b
a)>=santh
A=At bra— Pk

an—]:San—2+bn—2_pan—3

an:San—l+bn—]_pan—2

De méme, soit ,[)’,:g—?)". Alors on obtient :

B,=0
B=s3,=0
B,=s /Bl_b(g_l’ﬁf‘bo
B=5B1—bi-r—P By,
B=SBybus—PB,
B,=5B,1=bu2—PB,,

D’ou,
B,=0
B,=0
ﬂz :._0’1
ﬂk:_sak—Q_bk—'2+pak—3:_ak—l

On sait que I’algorithme de Newton pour les matrices est défini par la relation :
X=X, O] X))

. . S ): bn—l(sﬁp))
D’ou, on obtient, en prenant F (p (s,p)l—{ ba(s,p) )’

) ) ] =1
abn—l(s(])ap(])) abn—](s(/)apw)

[sgjg)}:[s(g)}_ os o [bn-l(s_(’),]@_%}
p P’ 0bus”p" 00" | | buls?.p?)
Os op

c’est a dire :

i+ ) . . -1 .
S((]1-++1)) - S(g) _ O’g)ﬂ —O’g_)—z [b%:|
P P’ La¥ —a¥i| | b}



- S%:)) = S(g) - 1 f—a% a%ﬂ {b(g)]}
—p - -p a _(a(,;)_o +a(,{)ag)_2|_ a, an= bn
. s(é:)) = S(g) - 1 fb%’;)a%z—b%a%’_;}
N7 ) _
_p _ _p _ a’g)ag)_z—(ag)_]) |_bn an- bn—]an
d’ou:
i AN
(=0 +b§,’)_1a£,’)_1 b, Ont
— —
a g)a’ 2)—2 —(a g)—l
= o, bIa=b, ais
p () () = 0 \2
andn=2 a'n-1

- Programmation de la méthode de Bairstow :

Nous avons tout d’abord créé une procédure nous permettant de récupérer les coefficients du
polyndome que nous prenons en entrée. Voici 1’algorithme de celle-ci :

coefficient:=proc(poly,n)
local i;

global a;

for i from O to n do
a[i]:=coeff(poly,x,n-i);
od;
end;

Ensuite, nous avons donc écrit I’algorithme suivant nous permettant d’extraire deux racines
d’un polynome :

bairstow:=proc(poly,s0,p0)
local n,k,x,delta,i,b,fini,alpha,s,p,epsilon;
global a;
epsilon:=107(-3);
s[0]:=s0;
p[0]:=p0;
n:=degree(poly);
coefficient(poly,n);
alpha[0]:=0;
b[0]:=a[0];
alpha[1]:=b[0];
fini:=true;
k:=0;
while fini do
b[1]:=evalf(a[1]+s[K]*b[O]);
forifrom 2 tondo
db[i]i=(a[i]+8[k]*b[i-1]-p[k]*b[i-Z]);
od;




for i from 2 to n do
alphali]:=(s[k]*alphali-1]+bli-1]-p[k]*alphal[i-2]);

od;
if ((abs(b[n-1])<epsilon) and (abs(b[n])<epsilon)) or
(abs((alpha[n])*(alpha[n-2])-((alpha[n-1])"2))<epsi lon) then

delta:=s[k]*2-4*p[K];
X[1]:=(s[K]+sqrt(delta))/2;
X[2]:=(s[K]-sqrt(delta))/2;

fini:=false;
else s[k+1]:=s[k]+((b[n-1])*(alpha[n -1])-
(b[n])*(alpha[n-2]))/((alpha[n])*(alpha[n-2])-((alp ha[n-1])"2));

p[k+1]:=p[k]+((b[n-1])*(alpha[n])-(b[n])*(alpha[n-
1]))/(|£a|pha[n])*(a|pha[n-2])-((a|pha[n-1])"2));

=k+1;
fi;
od;
print(evalf(x[1]),evalf(x[2]));
end,

Voici un exemple d’application de notre programme et le résultat obtenu :

poly:=expand((x-1)"3*(x- 25)*(x- 36)*(x-101));
bairstow(poly,45,3);
poly=x%—=165x> +7550x* = 112570x> +294045x*> —279761x + 90900

polyl =x> =9x—-x*+9
101.00000000.99815665

5. ensemble de Julia :

Considérons la fonction f: C* — C définie par f (z) = exp (1/z), pour tout z [1 C*, qui est
indéfiniment dérivable sur C*.
L’algorithme de Newton induit par cette fonction est donné par :
Zne1 = Zn-T(20) /£ (20) = Zn-exp (1/z4) / [(-1/24%) exp (1/zy)]
= Zn- [' (Zn) 2] = Zn Tt an = ZIn+1 = Zp "'Zn2

Notations :

On notera M(z) le point M d’affixe z.

On définit I’application N . z > z + z7, donnée par 1’algorithme de Newton (voir ci-dessus).
De plus, elle désigne la transformation qui au point M(z) associe le point M’(N(z)).

On notera D(4,r) le disque ouvert de centre A et de rayon r.

Définition :

On appelle ensemble de Julia I’ensemble construit a 1’aide des itérées de la suite (zn) donnée
par I’application f :z+> 7>+ z, ou z est dans le plan complexe et avec

Zn=fofo.... of (z0)=1" ().
L’itération de la suite s’écrit : zn +1=(zn)?> + zn avec pour état initial (zo ) dans le plan
complexe. L ensemble de Julia J peut étre aussi considéré comme la frontiere de I’ensemble
{20/0n 20, |za] < +oo}.

Zn




Zn

En général, on a que — 400 quand n tend vers + oo : la fuite des points vers I’infini est

exponentielle (exp A n), au voisinage immédiat de I’ensemble de Julia J.
Certains ensembles de Julia sont connexes, d’autres sont des nuages de points (ensembles de
Cantor).

- Etude de la suite (My)n >0 d’éléments de C :

On définit, par récurrence sur n, la suite (My), >¢ comme suit :
My = A(a) et My =NM,), On=0.

On se pose les problémes suivants :
a) Si la suite (M,) converge, quelle est sa limite ?
b) Si la suite (Ma,) converge, quelles sont les limites possibles de la suite (May) ?
Etudions la convergence de la suite (Map+1) :

a) Si la suite converge (M,) versr, alorsona:limz, = r = lim z4, lorsque
n tend vers +o, doncr=r + 12
Par suite, r = 0 et la suite (M,,) converge vers le point O d’affixe 0.

b) De méme, si la suite (Mjy,) converge vers r, alors lim zy, = r = lim zpp42 , lorsque
n tend vers +oo, donc r*(r* + 2r + 2) = 0 et on obtient que r [] {0, -1+, - (1+1)}. Ce qui
implique que la suite (Mjy,) converge vers les points O, L1(-1,1) ou L2(-1,-1).

Comme May+1 = N(May,) et comme N(L1) = L2, N(L2) = L1 et N(O) = O (c'est-a-dire que N(-
1+1) = -1-1, N(-1-1) = -1+i et N(0) = 0), alors on obtient les implications suivantes :

- Si la suite (My,) converge vers le point O, alors la suite (Mpn+1) converge vers le
point O, donc la suite (M,) converge aussi vers le point O.

- Si la suite (My,) converge vers le point L1, alors la suite (Man+1) converge vers le
point L2.

- Si la suite (My,) converge vers le point L2, alors la suite (Man+1) converge vers le
point L1.

Soit a un nombre réel. Discutons la convergence de la suite (M,) selon les valeurs de a :

Il s’agit d’étudier la suite réelle définie par : up =a et up+; = g (Up), o g (X) =X + x2



Légende du graphe :
- en rouge, la courbe Cg de la fonction g.
- en bleu, la droite y = x.
- en vert, les itérations de la suite (u,) a partir des pointsa =-1/2 eta’ = 1/3.

On remarque que g(x) = x, alors la suite (u,) est toujours croissante, de limite 0 ou +o. Par

conséquent, on obtient les résultats suivants :

- Sia>0, alors lim u, = +*_ lorsque n tend vers +.

- Sia=0, alors u,= 0, lorsque n tend vers +.

-Si-1<a<0((e.-1 <x<0),onaqueg(a)=a(atl) <0, donc la suite (u,) est
croissante et majorée par 0. Ce qui implique que lim u, = 0, lorsque n tend vers +.

- Sia=-1, alors u,= 0, lorsque n tend vers +.

-Sia<-1,alorsu; > 1 et lim u, = +*, lorsque n tend vers +,

Dans la suite, nous allons étudier plus précisément la suite (z,), en montrant la convergence
des suites qui la composent, car ¢’est une suite de nombres complexes.

On suppose que les suites (x,) et (|ys| ) convergent. Soient @ =lim xn et S =1lim|ya|, lorsque n

tend vers +,
Montrons qu’il y a deux valeurs possibles pour le couple (a, ,8)
Etablissons alors la convergence des suites (Mp) et (Mant1) :

Tout d’abord, recherchons les expressions analytiques de I’application N :
Soient M(x,y)et M’(x’,y’), alorson a :

M'=NM) = x'+iy'=(x +iy) + (x +iy)* = X'+iy'=x +iy + x* - y* + 2ixy

e . '=xX +Xx2- y?

= X Hiy' = (X + X2 -y%) Hly +2xy) < {Xy' z y : 2xyy

L s [ Xnv1i=Xn + (Xn)2 - (y'n)z
D'ou { Yart = yu( 1+ 2x1)



Sig =lim x, et f=1im

n
D'ou |a| =Let B(1- |1 + 20|) = 0. Ce qui nous donne les possibilités suivantes :
(a: IB) = (0> 0) ou (a: IB) = ('1> 1)

- Si(a, P)=(0,0), alors la suite (Mn) converge vers le point O.

- Si (a,ﬁ):(—l,l) alors lim x,=-1 et lim|y,[=1, lorsque n tend vers +oo.

yn+]:

Par conséquent, lim(1+2x,4)=-1 et lim —1 lorsque n tend vers +oo.

Donc, pour n assez grand, y, change alternativement de signe eton a :

-soit lim y2n =1 et alors lim y2n +1=-1, lorsque n tend vers + oo,

-soit lim y2n =-1et alors lim y2n +1=1, lorsque n tend vers + co.
Ce qui nous donne que la suite (Ma,) converge vers le point L1 et la suite (Man+1) vers le point
L2, ou bien inversement. Donc les suites (Ma,) et (Man+1) sont convergentes.

, lorsque n tend vers + oo,

On suppose que la suite (|zn|) converge. Soit A =1lim |zn

Montrons que lim |1 +za| =1, lorsque n tend vers + oo .

Déduisons-en la convergence des suites (Xn) et (|yn|). Quelles sont les valeurs possibles
pour A ?

- Si A=0 alors lim|z,|=0 et lim z,=0 lorsque n tend vers +co, donc lim |1+z,/=1 lorsque
n tend vers +oo.

- Si A>1, on peut écrire que |Zut1|=|znH(Zn)=(Zal.| 1 24|, d 001
Znni=A

w A

2=1=2xn+(Xn)?+(yn)? = 2xn +

tend vers +_ alors on a que

lim|1+z,/=lim =1, lorsque n tend vers +oo.

2 et comme lim |1 +za* =1 =0, lorsque n

Sachant que |1 + Zn Zn

. . -zf )2
lim xn =lim =
2 —, lorsque n tend vers *+ .
lim |yo|=limy/=2xn—(xn)2 = /12—/174
Remarque :
Cette étude nous rappelle la question précédente, donc on a que :
- soit A=0
)
- soit %2—1 donc A=y2.
De plus, les longueurs OL1 et OL2 vérifient :
OL1=0L2=+2.

Résumé :

On a que la suite (M,) converge vers le point O ou bien que le couple des limites des suites
(Mzp) et (Mag+1) appartient a I’ensemble des couples de points {(L1, L.2),(L2, LL1)}.

, lorsque n tend vers +oo, on obtientque @ =a + @ - Fetque B = ,8]1 + 264



Zn+1/2

Zn + 1/2| ) converge. Soit 4 =1lim
Zn+1/4

Quelles sont les valeurs possibles de y ?

On suppose que la suite ( , lorsque n tend vers + .

Etudions la convergence de la suite ( ), puis celles des suites (xn ) et (|yn|) .

Par hypothése, on sait que (=lim|z. +1/2|, lorsque n tend vers t*. (¥*)
Deplus,onaquez’ +1/4=(z2+z)+ 1/4=(z+ 1/2)%,
donc [In =1, |za + 1/4| =|zn-1+ 1/2|2 et lim |zn +1/4| = 17, lorsque n tend vers to,  (**)
Si on remplace zn par xa +iyn dans les égalités (*) et (**), on obtient que :

lim |Xn +iyn +1/2]7 = lim (X + (Xn)?> +1/4 + (yn)?) = L2

et que lim

Xn +1iyn + 1/4|2 = lim ((xn)? + % + % +(yn)?) = x4, lorsque n tend vers + .,

Si on soustrait la deuxiéme limite a la premicre, on obtient que :

16

que la suite ((yn)?) et alors la suite (

. n o, 3 . o
lim (X? + —] = 12— u™4, lorsque n tend vers +, donc la suite (x,) converge, ainsi

yn| ) converge également.

Remarque :
On retrouve encore la situation évoquée plus haut, donc ona que ¢ =10 =1/2 ou

3

u=IL1=1L2= BN ou I(-1/2) est le centre de la symétrie g qui vérifie :

N(P)=N(Q) = P=QouP=0(Q), pour tous P et Q dans le plan complexe. ( N(z) = N(z")
e (z22°)(z+2°+1)=0 « Z2=zouz =-z—1)

— Description de ’ensemble de Julia :

On note J I’ensemble des points A tels que la suite (M,) converge vers le point O sans
stationner (i.e. que le point M;, est toujours distinct du point O).
Nous allons étudier quelques propriétés de I’ensemble .

Montrons que J possede un centre de symétrie et deux axes de symétrie :

Rappelons que o est une symétrie centrale de centre I(-1/2). Comme Noog = N, les suites
récurrentes qui ont pour premieres itérations les points A et g(A), sont égales a partir du
deuxie¢me terme, donc on a que O (J) =J. Ce qui veut dire que I’ensemble f est invariant par
la symétrie o de centre 1.

Comme z2+z =z2+z,0na NoG: = GoN que ou G est la symétrie orthogonale d’axe (Ox).
Par conséquent, deux suites récurrentes ayant leurs premieres itérées symétriques par rapport
a I’axe (Ox), restent symétriques 1’une par rapport a 1’autre, et leurs convergences sont
simultanées. Donc I’ensemble { est symétrique par rapport a I’axe (Ox).

Comme J est déja symétrique par rapport au point L, il est donc symétrique par rapport a I’axe
(y).



Soient U le point d’affixe -1 et A = {M(x,y) /-1 <x<0ety*<x*+x+1}.

Etablissons que N(A) est inclus dans le disque D(U, 1).

Déduisons-en que, lorsque A A , la suite (|zn

) est strictement décroissante.

Etablissons que 1’ensemble 7 contient I’ensemble A.

Soit V={M(x,y)/-1<x<0etx+y*<0},onaque N(A)=V,car......

Soit M(x,y) O V, alorson a-1 <x <0 et y*> < -x, donc x*>+ x <0. De plus, on a que :
UM?=(x+1)P2+y*=x>+2x+ 1 +y*<x*+x+1<1,

d’ouN(A) O DU, 1).

On remarque que si M(z) O D(U, 1), alors |z'| < |z| puisque |Z'| < |Z||z +1|.

De plus, si A OA,onaque M, 0 D(U, 1), On =1, car N(A) est inclus dans A n D(U, 1),

Zn Zn|) est

donc la suite (|za|) est strictement décroissante. Ce qui implique que la suite (

convergente, de limite V2 ou0.
Enfin, on remarque que A [0 D(O, V2 ), donc |21| =0A <42 , ce qui est absurde puisque la

Zn Zn

suite (|zn|) décroit. D’ou lim |zi| = 0 quand n tend vers +o et A [ 7, donc J contient A.

. . . 1
Si A n’est pas dans le disque D(I, ro), montrons que la suite (|z» + 5 ) ne converge pas et que

la suite (M) n’est pas bornée.

Prouvons que J est inclus dans le disque D(I, 10) :
Tout d’abord, le rayon 1o > 0 est défini de telle sorte que pour tout point M extérieur au

1442

disque D(I, 10), on ait IM”* > IM avec M’ = N(M) : on trouve ro = 5

SiIA 1o alors IM = IA, donc par récurrence sur n, [In 20, IMy+; = IM,. Ce qui implique

1
Zn ) ne converge pas.

que la suite (IMy) = (|za + 5

: : o . 1 3
En effet, si on suppose que la suite (IM,) converge, alors sa limite serait égale a > ou —,

2
+2

. : s . 1 . 1
mais ces nombres sont strictement inférieurs a ro = — Donc lim |za + 5 = +o00 quand n

tend vers + o et la suite est (IM;) est croissante.

Comme >

Zn

Zn = 400 quand n tend vers + oo et la suite () n’est pas

1
Zn + —|
2

- l , alors lim
2

bornée. Ce qui nous donne que : A J §J = la suite (M,) converge vers le point O = la suite
(M,) est bornée = IA < ro. D’ou § U D(I, ro).

Montrons que le point A est dans  si et seulement s’il existe un entier k tel que My O A :

Montrons qu’il est impossible que 1’on ait la propriété suivante :
Si A appartient a 7, alors X, est positif, a partir d’un certain rang.



M

Eneffet,six =2 Oetsiz # 0,alorsona: 2=|1+z|2 =x*+y*+2x+1>1et

|N(Z)| > |z| . Donc si x, = 0 a partir du rang ny, la suite (|zn|) est croissante pour n>p, et on a

zn| # 0. Ce qui implique que lim z, # 0 quand n tend vers +o et que A [] .

CONTRADICTION avec I’hypothése !

1 : . o .
D’autre part, z, 0 D(O, 5) a partir d’un certain rang, donc il existe un entier k tel que z, [J

D(O, %) avec xx <0, alors My OA.

Réciproquement, s’il existe un entier k tel que My O A, alors la suite (M+y) converge vers le
point O, car A [0 ¥, ainsi que la suite (My), donc A [ 1.

S’il existe un entier k tel que M, [J D(I, r0), que peut-on dire du point A ?

Il est clair que N(J) [0 J et par récurrence sur k, Ok 0 N, Nk(]) 0 J,donc A0 J = MU
J. Ok O WV.Ce qui nous donne que :
[Ck O Ntel que My O DL, 0)] = [CkO Ntelque M O J] = ADOJ.

En conséquence, on a :
- dés que le point My appartient a A, tous les autres points M, avec n = k sont aussi
dans A etle point A O 1.
1+42

- dés que le point Mg n’appartient plus au disque D(I, T) les autres points M,

avec n = k sont aussi a I’extérieur de ce disque et le point A [] J.

Remarque :
1+4/2

Rien n’empéche que le point My soit dans I’ensemble D(I, —) \ A, mais cette éventualité

est peu probable !
— Conclusion :

Tout point de I'intérieur de I’ensemble ¥, pris comme valeur initiale, induit une suite de

R 1 .. .
Newton convergente alors que I’équation exp(—) = 0 n’a visiblement pas de racines !!!
z



